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Introduction

Le présent mémoire, rédigé au début de 'année 2019, accompagne ma candidature a I’habilita-
tion a diriger des recherches. Il récapitule I'essentiel de mes travaux effectués a I'université d’Angers,
au sein du LAREMA, depuis une vingtaine d’années.

Ces résultats s’étendent dans plusieurs directions, qu’on peut regrouper en deux domaines prin-
cipaux : la géométrie p-adique d'une part; la théorie des modeles d’anneaux ou de treillis d’autre
part. Dans la premiere (chapitre[I), je range les simplexes discrets et la triangulation p-adique, ré-
sultat phare de cette thése, ainsi que les variantes p-adiques de la o-minimalité (P-minimalité versus
p-optimalité). Dans la seconde (Chapitre, Iinterprétation de I'anneau des entiers relatifs dans I’an-
neau des fonctions définissables continues f : X € K" — K dans de trés nombreuses structures de
corps topologiques (notamment o-minimales ou P-minimales), ainsi que I’étude modele-théorique
des treillis échelonnés ou des algeébres co-Heyting. Chaque chapitre commence par une présentation
détaillée, a laquelle je renvoie le lecteur soucieux d’en savoir rapidement davantage.

Qu’il me soit donné de souligner ici que, bien que tres éloignés a premiére vue, ces deux domaines
se sont révélés inter-féconds.

En effet c’est en étudiant, dans ma thése de doctorat, les anneaux intégres satisfaisant un certain
principe local-global en arithmétique (semblable au principe de Hasse) que j'ai été amené a consi-
dérer les treillis codant la topologie du spectre de ces anneaux, via la dualité de Stone notamment.
Cela m’a conduit a étudier plus largement les treillis que j'ai appelés « échelonnés », dont tous les
exemples de référence sont issus de la géométrie, comme le treillis des fermés de Zariski d'une va-
riété algébrique. A la recherche d’'une modele-complétion pour la théorie des treillis échelonnés, jai
rencontré un certain axiome de découpage qui en apparence n’avait plus rien de géométrique (il ex-
clut toute possibilité de décomposition en composantes connexes ou irréductibles). Pourtant c’est
bien a partir des modeles géométriques que j'ai pu construire, par recollements, des treillis échelon-
nés « abstraits » ayant cette propriété de découpage (voir, a la fin de ce mémoire, I’esquisse de preuve
des théoremes et[2.4.15). C’est ainsi que, en m'appuyant sur I'intuition géométrique, j’ai ob-
tenu des résultats de modele-complétion pour les treillis échelonnés mais aussi, plus généralement,
pour des variétés d’algebres co-Heyting sans aucun rapport avec la géométrie.

Inversement, parmi les treillis géométriques sur des corps locaux, celui des fermés semi-
algébriques de QZ’ était, en raison du caractere totalement déconnecté de la topologie p-adique,
le seul qui pouvait prétendre avoir cette propriété de découpage, jamais soupconnée jusque la. C’est
dans le but de le montrer que je suis parti a la recherche d’'un analogue p-adique de la triangulation
réelle. Et en effet, le théoreme de triangulation p-adique m’a permis de vérifier que les fermés semi-
algébriques de QZ’ possédaient tous cette étonnante propriété de découpage (théoréme.

Mais le sel de I'histoire, c’est que cette propriété n’est pas seulement une conséquence de la tri-
angulation p-adique : c’est aussi 'une des clés de sa démonstration. En effet le théoréeme de
découpage des ensembles semi-algébriques p-adiques, prouvé al'aide de la triangulation dans Q;’f,
joue un role déterminant dans I'étape de récurrence qui permet d’en déduire la triangulation dans
Q;’f“. En somme, les preuves de la triangulation p-adique et du théoréme de découpage sont si im-
briquées qu’il aurait sans doute été impossible d’obtenir cette triangulation sans étudier auparavant
la théorie des modeles des treillis échelonnés, a la recherche d’'une modele-complétion.
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Chapitre 1

Géométrie et topologie dans les corps
p-adiquement clos

Au cours des derniéres décennies le développement de la géométrie semi-algébrique sur le corps
Q, des nombres p-adiques et ses extensions finies (ou plus généralement sur un corps p-adiquement
clos, voir plus loin) a révélé de nombreuses similitudes avec la géométrie semi-algébrique réelle,
d’autant plus surprenantes que leurs objets respectifs, les ensembles semi-algébriques p-adiques ou
réels, ont des topologies radicalement différentes. Ces progres se sont étendus a d’autres classes d’en-
sembles, sous-analytiques pour commencer, puis déﬁnissablesm dans des structures plus générales,
variantes p-adiques de la o-minimalité. Rappelons quelques-unes des étapes qui ont marqué ce dé-
VeloppementE] :

[Macintyre, 1976] Elimination des quantificateurs pour @ p» €t définition concomitante des en-

sembles semi-algébriques p-adiques.

[Prestel et Roquette, 1984] Généralisation des résultats de macintyre aux corps p-adiquement

clos, qui sont a Q,, et ses extensions finies ce que les corps réels clos sont au corps R des
nombres réels.

[Denef, 1984] Décomposition cellulaire des ensembles semi-algébriques p-adiques, avec en ap-
plication la rationalité des séries de Poincaré.

[Scowcroft et van den Dries, 1988] Théorie de la dimension, lemme de sélection et fonctions de
Skolem, continuité par morceaux (voire analyticité locale) des fonctions semi-algébriques
p-adiques.

[Denef et van den Dries, 1988] Généralisation des résultats précédents aux ensembles sous-
analytiques p-adiques.

[Haskell et Macpherson, 1997] P-minimalité : tentative d’englober dans un méme cadre axio-
matique toutes les structures précédentes sur les corps p-adiquement clos, comme la o-
minimalité I'a fait pour les structures sur les corps réel clos.

[Cluckers, 2001] Classification, a bijection semi-algébrique pres, des ensembles semi-
algébriques sur un corps p-adiquement clos. Théoreme de préparation (type Weierstrass) des
fonctions semi-algébriques. [Cluckers, 2004] étend ces résultats au cas sous-analytiques.

[Cluckers et al., 2012] StratiﬁcationsE] des ensembles semi-algébrique ou sous-analytique
p-adiques.

Aprés quelques rappels sur les corps p-adiquement clos, les ensembles semi-algébriques

p-adiques et la décomposition cellulaire regroupés dans la section[L.1} je présente dans les sections
suivantes mes propres contributions aux géométries p-adiques, dans les trois directions ci-apres.

1. Voir l’annexepour la définition générale des ensembles définissable dans une structure.

2. Pour un panorama plus exhaustif, voir [Bélair, 2012].

3. Signalons aussi les t-stratifications de [Halupczok, 2014], valables dans le contexte plus général des corps valués hen-
séliens.
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1. Simplexes discrets et p-adiques (section . Dans [Darniere, 2017] j’ai introduit une notion
de polytope et de simplexe discret, sous-ensembles de Z™ définis par des inégalités linéaires
d’'un type trés restrictif, dont les faces sont formées par leurs points a I'infini. ]’ai montré que
tout polytope discret pouvait se décomposer en complexe simplicial, en respectant certaines
contraintes de formes. Cet outil flexible de « découpage monotopique » est 'analogue pour
les polytopes discrets de la subdivision barycentrique des polytopes réels. Les polytopes et
simplexes p-adiques sont construits a partir de la pré-imageﬁ] de leurs homologues discrets
via la valuation, intersectée avec certains sous-groupes de (Q;)m d’indices finis. Ils héritent
des bonnes propriétés des polytopes discrets, notamment le découpage monotopique, qui
permettent de les décomposer en « complexes simpliciaux p-adiques » et jouent un role clé
dans le point suivant.

2. Triangulation p-adique (section[1.3). Dans [Darniére, 2019b] je montre que tout ensemble
semi-algébrique p-adique est semi-algébriquement homéomorphe a un « complexe simpli-
cial p-adique » (au sens du point précédent). Cet analogue p-adique de la triangulation réelle
apporte un éclairage nouveau sur la géométrie des ensembles semi-algébriques : il donne en
particulier une variante de la décomposition cellulaire de Denef, apportant un contréle inédit
sur la fagon dont les différentes parties d'une telle décomposition se touchent. Ce controle
n'est pas aussi poussé que celui donné par les stratifications de [Cluckers et al., 2012]. En re-
vanche les cellules impliquées dans ce découpage ont une description bien plus précise et ex-
plicite que les strates, et 'homéomorphisme avec un complexe simplicial les ramene a une
structure encore bien plus simple : celle des simplexes discrets. On obtient en application
des résultats nouveaux de découpage et de recollement, de relévement semi-algébrique des
fonctions continues du corps vers le groupe des valeurs, et I'existence générale de rétractions
semi-algébriques.

3. P-minimalité et variantes (section . On sait depuis [Cubides Kovacsics et Nguyen, 2017]

que la décomposition cellulaire de Denef ne se généralise pas a tous les corps P-minimaux.
Au contraire la décomposition t-cellulaire inspirée de [Mathews, 1995], que nous avons
construite avec P. Cubides Kovacsics et E. Leenknegt, s’applique a tous les ensembles
P-minimaux [Cubides-Kovacsics et al., 2017|. Elle permet entre autres de montrer que toute
application P-minimale est continue par morceaux (comme le sont les applications o-
minimales), ce qui répond a une question de |[Haskell et Macpherson, 1997].
La p-optimalité, que j'ai introduite séparément, est une autre variante p-adique de la o-
minimalité. Elle est un peu plus restrictive que la P-minimalité mais reste assez générale pour
englober tous les exemples non pathologiques (notamment les structures semi-algébrique
et sous-analytique). Dans [Darniere et Halpuczok, 2017] nous montrons que la décomposi-
tion cellulaire de Denef, le théoréme de préparation pour les fonctions semi-algébriques et
la classification a bijection semi-algébrique prés des ensembles semi-algébriques, déja éten-
dus dans [Cluckers, 2004] aux sous-analytiques, se généralisent aux fonctions et ensembles
p-optimaux.

1.1 Prérequis: ensembles semi-algébriques et décomposition cellulaire

La définition méme des ensembles semi-algébriques p-adiques ne va pas de soi. Nous considé-
rons tout au long de ce chapitre un corps K fixé (dont nous allons rapidement supposer qu’il est
p-adiquement clos, voir plus loin). Le groupe multiplicatif de K est noté K*. Sur un tel corps, on
introduit d’abord pour tout entier N > 1 ’ensemble

Py ={xNlxeK}.

Il s’agit visiblement d’un sous-groupe multiplicatif de K™ (le signe x en exposant dans P, est la pour
le rappeler). Les ensembles semi-algébriques sur K sont alors par définition, pour tout entier m € IN,

4. Laméme construction pourrait d’ailleurs servir aussi bien pour d’autres corps valués dans un Z-groupe.
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les réunions finies de parties de K" «de base » : celles définies par un nombre fini de conditions de
I'un ou l'autre des types suivants

fx)=0 Fl)ep

ol f € K[X] estun polyndme en m variables. Les fonctions semi-algébriques sur K sont les fonctions
h:X < K™ — K" dont le graphe est semi-algébrique. Toutefois, si K est un corps valué et |K| son
image par la valuation (voir plus loin), par abus de langage nous dirons aussi d'une partie S de K™ x
|K|" (resp. d'une fonction i : K™ — |K|") qu’elle est semi-algébrique si la pré-image de S (resp. du
graphe de h) par la valuation est une partie semi-algébrique de K*" au sens précédent.

Remarque 1.1.1. Si K est algébriquement clos les conditions du type f(x) € Py, sont équivalentes a
f(x) #0, ce qui redonne la définition usuelle des ensembles semi-algébriques sur un tel corps. De
méme si K est réel clos ces conditions se réduisent a f(x) # 0 si N est impair, et a f(x) > 0si N est
pair, ce qui la encore redonne la définition usuelle des ensembles semi-algébriques réels.

Les ensembles semi-algébriques généraux que nous venons de définir ont été introduits dans
[Macintyre, 1976] pour le corps @Q,. Dans ce cas il est facile de voir que la classe des ensembles
semi-algébriques est stable par combinaisons Booléennes, car les groupes Py, sont d’'indice fini dans
Q. Le principal résultat de [Macintyre, 1976], énonce qu’elle est également stable par projection,
tout comme dans le cas algébriquement clos (théoreme de Chevalley) et le cas réel clos (théoréme
de Tarski). Ce résultat fondamental marque la naissance de la géométrie semi-algébrique p-adique.
Bien plus que I'analogie formelle relevée dans la remarque c’est bien siir ce théoréeme, ana-
logue p-adique de ceux de Chevalley et de Tarski, qui justifie la définition unifiée des ensembles
semi-algébriques donnée plus haut.

1.1.1 Corps p-adiquement clos

Le théoreme de Macintyre a été généralisé dans [Prestel et Roquette, 1984] aux corps p-adique-

ment clos. On appelle ainsi tout corps K de caractéristique nulle muni d'une valuation v telle que:

— (K, v) est Hensélien.

— Le corps résiduel de v est un corps fini de caractéristique p.

— Le groupe des valeurs de v est un Z-groupe, c’est-a-dire un groupe abélien Z linéairement
ordonné, ayant un plus petit élément strictement positif noté 1, tel que Z/nZ possede n élé-
ments pour tout entier n e IN*.

Dans ce contexte élargi, le théoreme de Macintyre peut aussi s'énoncer sous la forme suivante.

Théoréme 1.1.2 ([Macintyre, 1976]). Soit K un corps p-adiquement clos. Les parties de K™ définis-
sables dans le langage des anneaux sont exactement les parties semi-algébriques.

11 existe de nombreux exemples naturels de corps p-adiquement clos :

— Toute extension finie de @), est p-adiquement close. Ce sont la tous les corps p-adiquement
clos complets.

— La cloture algébrique relative de () dans @, ainsi que ses extensions finies, est un corps
p-adiquement clos. Etant dénombrable, il n’est pas complet (mais bien Hensélien).

— Le complété pour la valuation ¢-adique du corps Upen+ Qp ((t% )) des séries de Puiseux sur 4,
est un corps p-adiquement clos. Noter que son groupe des valeurs n'est pas 7 mais @ x 7,
muni de |'ordre lexicographique, ce qui fournit un exemple de Z-groupe différent de Z.

5. Voir I'annexe [2| pour la définition générale des ensembles définissable dans une structure. Dans tout corps p-
-adiquement clos K I'anneau de la valuation est définissable dans le langage des anneaux (tout comme le cone positif
I’est dans un corps réel clos). Les parties de K™ définissables dans le langage des corps valués sont donc déja définissables
dans le langage des anneaux, et donc aussi semi-algébriques par le théoréme de Macintyre. En particulier 'adhérence d'un
ensemble semi-algébrique est encore semi-algébrique.



6 GEOMETRIE p-ADIQUE

— Toutultraproduit de corps p-adiquement clos (dont les indices de ramiﬁcationslﬂsont majorés
par une constante) est encore p-adiquement clos. Le cardinal d'un tel corps, et celui de son
groupe des valeurs, peut étre arbitrairement grand.

On suppose désormais, jusqu’a la fin de ce chapitre, qu'un corps p-adiquement clos K est fixé,
avec sa valuation v et son groupe des valeurs Z. On fixe aussi une fois pour toutes une uniformisante
de (K, v), c’est-a-dire un élément 7 € R tel que v(7) = 1. On note R I'anneau de sa valuation p-adique,
R* le groupe des inversibles de R. Rappelons que R* est un sous-groupe multiplicatif de K*. Il est
commode, et plus suggestif, d’utiliser pour la valuation de K une écriture multiplicative :

— pourtout x€ K, |x| =xR={xa|a€ R};

— pourtous x,yeK, |yI<|x| ©» yRSxRe v(y) =2 v(x);

— pourtout SC K, |S|={|x|| xe S}

Lélément [0] = {0} sera simplement noté 0. C’est le minimum de I'’ensemble totalement ordonné
IK| = {|x|] | x € K}. Clairement |K*| = K*/R* n’est autre que le groupe des valeurs de v noté multi-
plicativement, et la restriction a K™ de I'application x — |x| est la projection canonique de K™ sur
K*/R*. En particulier c’est un morphisme de groupes. On prolonge la multiplication de |[K*| a |K| en
posant Oa = @0 = 0 pour tout « € |K|. Naturellement, pour tous a, b€ K :

— |a| =0sietseulementsia=0;

— l|ab| =|al-|bl;
— |a+ bl < max(|al,|bl).
Pour tout x = (x1,..., X;) € K™ onnote || x| = max(lxll,...,lxml). Enfin on appelle boule de centre

c€ K™ et de rayon r € K* 'ensemble
B(e,r)={xe K™ |lx—cl <r}.

On note [1, m] 'ensemble {1,..., m} et on appelle support d'un point x = (x1,...,x;) € K™ I'en-
semble des indices i € [1, m] tels que x; # 0. Pour toute partie I de [1, m] on note n; la projection
naturelle de K™ sur 'ensemble des points de support I (qui envoie x; sur 0 pour tout i ¢ I). Len-
semble 7;(K™) est souvent identifié a K™ avec r = Card I.

Un cas particulier, qui revient souvent dans les définitions par récurrence, est celui ou 7y est la
projection naturelle de K™ sur K1 (en vérité sur K x {0}, mais on fait rarement la différence).
Dans ce cas 77(x) est noté X, et 'image de toute partie A de K™ par n; est appelée le socle de A et
notée A. De méme, si o est une famille de parties de K" on note

A ={A|Ae}.

1.1.2 Décomposition cellulaire

Une cellule semi-algébrique A sur K est généralement définie comme I’ensemble des (x, t) € K™ x
K tels que

[v(x)| Oy |t —c(x)|Oa |u(x)] et t—c(x)e H

ol c y, v sont des fonctions semi-algébriques (resp. définissables), la premiére appelée centre et les
deux autres bornes de la cellule, ot []; et [, sont des inégalités larges ou strictes, et o H est {0}
ou une classe de congruence modulo un sous-groupe semi-algébrique (resp. définissable) (G de K*.
Nous appellerons A une cellule modulo G et H une cossette de A.

Une méme cellule peut avoir plusieurs centres ou bornes. Pour pouvoir parler « du » centre, « des »
bornes et de «la» cossette d'une cellule modulo G, il est commode de remplacer cette notion par celle
de cellule présentée modulo G. J’appelle ainsi la donnée d’'un quadruplet

A=(cava liala)

6. Selon [Prestel et Roquette, 1984], 'indice de ramification d'un corps p-adiquement clos de valuation v et de corps
résiduel k est le produit de v(p) par le degré de k sur le corps a p éléments.
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oll ¢4, V4, L4 sont des fonctions semi-algébriques, d'un ensemble non vide X4 € K™ dans K, et 14 €
K. Je supposerai en outre que u4 et v4 sont soit identiquement nulles sur X4, soit jamais nulles, et
que pour tout x € X il existe au moins un ¢ € K tel que

[Va@X)| < t—ca()] < lpax)] et t—ca(x) € A5G (1.1

Siua = 0lacellule est de type 0, sinon elle est de type 1. Lensemble des (x, t) € K™ x K satisfaisant
est alors évidemment une cellule de K”**! de socle X4, qu'on pourra appeler cellule sous-jacente 2
A. Inversement, toute cellule modulo GG bornéelZ]peut se décomposer en cellules sous-jacentes a des
cellules présentées modulo (5. Pour simplifier, le plus souvent je ne distingue purement et simple-
ment pas la cellule présentée A de sa cellule sous-jacente, que je noterai donc aussi A.

Une cellule largement continue est une cellule présentée A dont le centre et les bornes sont
largement continusﬁ sur le socle de A. Enfin une cellule ajustée est une cellule présentée A telle que
pour tout xe€ A

lpa@)l= sup [t—ca(x)] et |va(x)l= inf [t-ca(x)l
(x.HEA (x,1)EA

Le théoreme de décomposition cellulaire de [Denef, 1984] (voir plus loin théoreme|1.1.4) énonce
que tout ensemble semi-algébrique S < Q) admet une partition finie en cellules modulo Py. Mais
il s’accompagne d’un théoreme de préparation des fonctions semi-algébriques qui, sous la forme
explicitéeﬂdans [Cluckers, 2001], nécessite les cellules plus fines modulo Q;,, A avec N,M e N,

La définition de ce nouveau sous-groupe de K™, lui aussi semi-algébrique et d’indice fini dans
K>, n’est pas simple. Dans le cas particulier ot K = ), elle se réduit a

QXI,M = U pkN(l + pMZp)-
keZ

ou Z, est 'anneau des entiers p-adiques. Pour un corps p-adiquement clos général il faut d’abord
montrer |'existence pour tout M € N* d'un unique morphisme de groupes multiplicatifs[ljl

acy KX — (RITMR)™

ayant les propriétés suivantes : (i) acy/(m) = 1, et; (i) acy(u) = u+ MR pour tout u € R*
[Cluckers et Leenknegt, 2012, lemme 1.3]. On peut alors poser par définition

Quu =1{xePy-(+a"R)|acyx) =1}.

Lintérét et I'importance de ces sous-groupes de K* résident dans la propriété suivante
[Cluckers, 2001, corollaire 1].

Lemme 1.1.3 (Hensel). Pour tout entier e > 1, l'application x — x° définit un isomorphisme de
groupes, de Qf ., dans Q. (et plus généralement de Q[ , dans Q ; pour tout k > 1 et
toutl>v(e)).

X
ek,v(e)+

7. Pour pouvoir aussi considérer toute cellule non bornée comme union de cellules sous-jacentes a des cellules pré-
sentées, il suffit d’ajouter a K un élément supplémentaire oo, de convenir que |al < |oo| pour tout a € K, et d’assouplir la
définition des cellules présentées en demandant que p 4 soit ou bien une fonction semi-algébrique, ou bien co.

8. Comme il est expliqué dans l’annexe une fonction f: X € K™ — K est largement continue sur une partie A de X si
sa restriction a A se prolonge en une fonction continue sur I'adhérence de A dans K.

9. [Denef, 1984] considere avant tout des cellules modulo K*, et implicitement aussi modulo P ;\(, Cluckers’a rendu ex-
plicite dans [Cluckers, 2001]. Les cellules modulo QIXV,  Sur un corps p-adiquement clos quelconque, avec leur définition
basée sur la composante angulaire, n'apparaissent a ma connaissance qu’a partir de [Cluckers et Leenknegt, 2012]. Néan-
moins, pour K = Qp le groupe Q]’{,’M est introduit dans [Cluckers, 2001] avec la notation Pﬁlk) pour Q;,k U {0}, et est déja
implicitement présent dans le lemme 2.1 de [Denef, 1986, ou1 il est montré que Q;,y ) st semi-algébrique.

10. Pour tout anneau A, on note A le groupe des inversibles de A.
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y 1 . ) . 2 . — 1/e 2 . X . X
D’ou I'existence d'une fonction réciproque x — x ' définie sur Q;, ), ; (etdonc aussisur Qy ,,
pourvu que e|N et M > 2v(e)). Convenablement généralisé aux corps p-adiquement clos, le théo-
réme de décomposition cellulaire et de préparation des fonctions semi-algébriques de Denef, revu et
amélioré par Cluckers, peut alors s’énoncer[r_r] comme suit.

Théoréme 1.1.4 ([Denef, 1984]). Soit S < K™ un ensemble semi-algébrique, soient0,..., 0, des fonc-
tions semi-algébriques de S dans K.

1. (Décomposition cellulaire) Il existe, pour un certain N € N*, une partition finie de S en cellules
modulo Py,.

2. (Préparation des fonctions semi-algébriques) Il existe un entier e € N* et, pour tout n € N*,
des entiers N,M € N* tels que e|N et M > v(e), et une partition finie de S en cellules A modulo
Q;, A Sur chacune desquelles, pour1 <i<r,

0:(x, 1) = x(x, )+ (1 + 1" (x, ) - h(x)- [A;1 (£ - calx))] * (1.2)

olty:A— U, w:A— Reth:A— K sont des fonctions semi-algébriques, et a un entier relatif
(tous dépendants de i et de A).

Remarque 1.1.5. Si 14 # 0 alors y — y% est bien définie sur Q;, ) buisque e|N et M > 2v(e), et donc

[/121 (t—ca(x))] /e st bien définie sur A. Si A A =0enrevanche A;ll n’est pas défini, mais comme dans
ce cas t —ca(x) = 0 sur A on conviendra que /l;ll(t —ca(x)) = 1 sur A. Cette convention permet de
donner dans le théoreme une forme aux 6; (x, t) valable sur chacune des cellules de la partition.

Remarque 1.1.6. Dans ce théoréme I'entier n joue un role régulateur. Lexpression (1.2) peut en effet
s’écrire aussi sous la forme

0i(x, 1)
x(x, 1) h(x)- [AH (- calx))]

-1 < ||

s R

La fonction y(x,t) - h(x) - [A;‘l(t - cA(x))]% constitue donc une approximation de 6;(x, t), au sens
ol son rapport avec 8;(x, t) est rendu proche de 1 (uniformément sur A). La précision de cette ap-
proximation est d’autant élevée que n”* est plus proche de 0, donc que l'entier n est plus grand.
D’apres le théoreme, on peut donc obtenir une approximation de 8;(x, t) par des fonctions de la
forme y(x, 1) - h(x)- [A,(t - cA(x))]% avec une précision arbitrairement grande (sans changer le dé-
nominateur e dans I'exposant ni le groupe Qy; ,, associé !) en raffinant simplement la décomposition
cellulaire.

1.2 Polytopes et simplexes discrets

La premieére difficulté, quand on cherche un analogue p-adique du théoréme de triangulation des
ensembles semi-algébriques réels, est évidemment de déterminer ce qui pourrait faire office de sim-
plexe, et plus généralement de polytope, sur un corps non ordonné et totalement déconnecté comme
Qp. Lidée est d’abord d’utiliser I'ordre présent sur le groupe des valeurs, et donc de commencer par
définir une notion de « polytope discret » dans Z". Les polytopes p-adiques seront alors définis natu-
rellement comme la pré-image des polytopes discrets par la valuation (a ceci prés qu'on aura besoin
de restreindre celle-ci aux groupes le’ ) COmme nous le verrons dans la section.

Mais avant cela, récapitulons ici toutes les propriétés des polytopes réels qu’on aimerait retrouver
chez leurs homologues discrets.

11. Denef et Cluckers ne formulent le théoreme de préparation que pour des fonctions 6; polynomiales, ou pour 9;? ou
|6;1, ce qui ne nécessite pas l'introduction des fonctions y a valeurs dans U, du théoréme|(1.1.4] Toutefois I'énoncé un peu
plus général proposé ici s’en déduit facilement.
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(Simplicité) Les polytopes sont des objets « simples » : ce sont des parties bornées de R, et ils
sont définis par des inégalités affines.

(Faces) Les polytopes ont une notion de «faces» qui a de bonnes propriétés combinatoires et
topologiques, notamment : les faces de tout polytope S sont des polytopes; si S” est une face
de &, et §' une face de S, alors S” est une face de S; 'ensemble des faces propres de S forme
un complexe qui partitionne[?] sa frontiere.

(Découpage) Le «découpage barycentrique » [van den Dries, 1998, chapitre 8] permet de décou-
per facilement tout polytope en un complexe simplicial, en respectant des contraintes (sur
leur faces et leurs formes) fixées a I'avance.

La condition de simplicité n’est pas difficile a transposer au cadre discret ou p-adique : on se limi-
tera a des parties de Z'" définies par des inégalités affines (a coefficients rationnels), et pour que leur
pré-image soit bornée dans QZ’ on exigera en outre que les coordonnées des points d'un polytope
discret S soient toujours positives.

Se pose alors le probléeme des faces de S : celles-ci sont censées former un complexe qui parti-
tionne la frontiere de S, or toute partie de Z™ est a la fois ouverte et fermée, donc n’a pas de frontiére!
La solution viendra des points a 'infini. En effet 'analogue p-adique de I'intervalle ]0, 1[ est la boule
unité épointée Z \ {0}. Tout comme 0 est un sommet (donc une face) du simplexe ]0; 1[ dans IR, il
est naturel d'un point de vue topologique de considérer 0 comme une face de 7, \ {0} et donc, une
fois passé dans le groupe des valeurs via la valuation, de considérer +co comme une « face» de IN, et
a vrai dire sa seule face.

Malheureusement, cette approche naive ne fonctionne pas tout-a-fait : comme le montre plus
loin l’exemple il arrive qu'une partie de 7> définie uniquement par des inégalités affines ait des
«faces » qui ne soient pas elles-mémes définissables de cette facon. Nous allons voir comment y re-
meédier en introduisant dans la définition des polytopes discrets (qui restent définis par des inégalités
affines) des conditions beaucoup plus restrictives. Avec ces conditions nous obtiendrons non seule-
ment que les faces des polytopes discrets ont toutes les propriétés requises (section[1.2.2), mais aussi
qu’on peut les découper tout aussi librement que les polytopes réels (section|1.2.3).

1.2.1 Définition des polytopes discrets

Rappelons que Z est le groupe des valeurs (noté additivement) du corps p-adiquement clos K.
SoitI' = Z u{+o0o} I'image de K par la valuation. On le munit de sa topologie naturelle, héritée de celle
de K. De méme I'"” est muni de la topologie produit, image de celle de K™ par la valuation.

On appelle support d'un point a = (ay,...,a,) € I'™ I'ensemble des indices i € [1,m] tels que
a; # +oo. Pour tout I < [1, m] on note 7 la projection naturelle de I'"”* sur 'ensemble des points de
support I (qui envoie a; sur +oo pour tout i ¢ I). Tout comme dans K™, le socle A d'une partie A de
K™ est'image de A par la projection naturelle sur I”*~!. Enfin pour tout A< T et tout I on pose

Fr(A) = Anm (™).
Sil’ensemble F;(A) est non vide, on I'appelle la face de A de support 1.

Exemple 1.2.1. Z? posséde quatre faces disjointes qui sont Fy; 5(Z?) = Z2, F}(Z?) = Z x {+o0},
Fip)(Z?) = {+00} x Z et F5(Z?) = {(+00, +00)} (voir figure[L.1).

Si Z =7 il est pratique de représenter a € I par le point de R d’abcisse 1-27¢, avec la convention
que 27%° = 0. En effet ceci fournit un plongement de I dans R (plus précisément dans | —oo; 1]) qui
préserve a la fois I'ordre et la topologie. On représentera de méme I'’” plongé dans (] —oo; 1])™. Bien
que les parties de I''” soient essentiellement des ensembles discrets, par commodité on les dessinera
comme continues : par exemple F{l}(l“z) = 7 x {+oo} est identifié a {(1 —27%,1) | a € Z} mais dessiné
dans R? comme ] — co; 1[x{1}. Les quatre faces de 72 sont représentées ainsi sur la figure et les
projections 7y} et mp; correspondantes sont les projections verticales et horizontales respectivement.

12. Voir I'annexe la définition générale d'un complexe, et de la frontiere 0 A. Notons que 'on parle ici de polytopes
définis dans R par des inégalités strictes, c’est pourquoi les faces (relativement ouvertes) sont deux a deux disjointes.
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Fuy(Z?)  Fy(Z?)

- Fa2(Z?) | Fp (7%
oy

FIGURE 1.1 — Représentation de Z? et de ses faces.

Soit 2 'enveloppe divisible de Z, et Q = 2 U {+o0}. En identifiant Z au sous-groupe de Z en-
gendré par son plus petit élément strictement positif, on considere 7 et (3 comme plongés dans Z
et 2. On munit Q de la topologie naturelle, pour laquelle +co est adhérent a 2 et qui induit sur 2 la
topologie engendrée par les intervalles ouverts.

Une fonction f a valeurs dans Q sera dite Q-affine sur une partie A de I s'il existe ay € Q et
a; € Qpourl i< mtelsque

[y, xm) =aop+ Z a;X;
1<i<m
sur A. Bien entendu, pour qu'une telle écriture ait toujours un sens on convient que 0 x (+c0) =0, et
on exige que «; = 0 pour chaque indice i pour lequel x; = +oco en au moins un point x = (xy,..., X;)
de A. Une fonction Q-affine sur A sera donc soit constamment égale a +oo (si @y = +00) soit a valeurs
dans 2.

On définit alors les polytopes discrets comme suit, par récurrence sur m € N. Si m = 0, I'? lui-
méme est un polytope discret. Si m > 1, une partie A de F;(I'") est un polytope discret si son socle en
estun et si

A={a=(ay,...,am) e F{T™) | Ge Aet w(@ < am <Vv(@}

oi1 1, v : A— Q sont des fonctions Q-affines, positives et largement continues sur A. Nous appellerons
un tel couple (i, v) une présentation. Notons que le support I < [1,m] d'un polytope discret fait
partie intégrante de sa définition.

Fg (A1) » Fy(A3)
Fp (A1)
A 0<x<+00 A x<y<2x
"1 o0<y<+o0 21 0< x < +oo

FIGURE 1.2 — Deux polytopes discrets de support {1,2} et leurs faces.

Comme on I'a dit, il serait plus naturel a priori d’appeler polytopes discrets de support I toute
partie de F;(I'") définie par des inégalités Q-affines. Le probleme est que les faces d'une telle partie ne
sont pas nécessairement définissables par des inégalités Q-affines, donc ne sont pas nécessairement
des polytopes en ce sens élargi, comme le montre I'’exemple suivant.

Exemple 1.2.2. A< 73 défini par 0 < y < x et z=2x-2y, a une face Fi3)(A) = {+o0} x {+o0} x 2N qui
n’est pas définissable par des inégalités Q-affine. Noter que A est défini par des inégalités en cascade,
comme les polytopes discrets, avec u(x,y) = v(x,y) = 2x —2y. Le probleme est que cette derniere
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fonction, bien que Q-affine, n’est pas largement continue sur A:elle na pas de limite quand (x, y)
tend vers (+o0, +00) dans A.

1.2.2 Faces des polytopes discrets

D’un point de vue topologique les faces des parties définies par des inégalités Q-affines ont néan-
moins d’assez bonnes propriétés, valables a fortiori pour les polytopes discrets.

Proposition 1.2.3. Soit A une partieE] de Z™ définie par des inégalités Q-affines. Soient I, ] < [1, m]
tels que F1(A) et F;(A) soient non vides.

1. Fi(A) =m;(A) est le projeté de A sur F(T'™).
2. Fj(A) < Fi(A) < J< I etdanscecas Fj(Fi(A)) = F;(A).
3. Finj(A) # @.

Lensemble des faces propres de A forme donc un demi-treillis inférieur distributif (donc un arbre enra-
ciné, éventuellement vide), et est aussi un complexe qui partitionne la frontiére de A.

Signalons en passant que l'inclusion Fj(A) < 7;(A) est assez immédiate, et valable pour toute
partie de Z. En effet pour tout point b € F;(A) il existe des points a € A arbitrairement proches de
b, et en particulier tels que |a; — b;| < 1 pour tout i € I. Pour un tel a on a w;(a) = b, ce qui montre
bien que F;(A) € m;(A). Lautre inclusion en revanche utilise de fagcon cruciale le fait que A soit défini
par des inégalités Q-affines, car elle repose sur un lemme de nature géométrique. Ce dernier affirme,
mutatis mutandis, que pour tout point b € m;(A) il existe une demi-droite rationnelle incluse dans A
et pointant vers b. Linclusion 7;(A) € F;(A) en découle.

Proposition 1.2.4 (Dichotomie). Soit A une partie[lz] de Z' définie par des inégalités Q-affines. Soit
f une fonction Q-affine sur A, ayant en chaque point b d’'une face B = F;(A) une limite f(b) € Q. Alors
f est encore une fonction Q-affine sur B, et l'un des deux cas ci-dessous se produit :

1. Ou bien f est constamment égale a +oco sur B.
2. Oubien f= fony.

Ce résultat peut sembler surprenant a premiere vue : il dit essentiellement que si f # +oo sur B
alors f est entierement déterminée sur A par ses valeurs limites sur B. Toutefois, si on remplace A
par un polytope réel et f par une fonction continue a valeurs dans un espace discret, par connexité f
sera constante sur A, et cette constante sera aussi la valeur de f en tout point de B. Légalité f = fon;
sera donc encore vraie, de facon triviale, dans ce cas. Néanmoins dans le contexte qui nous occupe A
est tout sauf connexe : si la dichotomie est conservée, c’est seulement du fait de I’extréme rigidité des
fonctions Q-affines et des polytopes discrets.

Notons aussi que si la fonction f de la proposition est a valeurs dans Z et si f < +oo alors
bien entendu f est encore a valeurs dans Z. En revanche, méme si f admet une définition de la forme

[y, xm) =aop+ Z ;X (1.3)
1<i<m

dans laquelle tous les coefficients sont entiers, rien ne garantit que ce soit encore le cas pour f. C’est
ce que montre I’exemple suivant, et c’est I'une des raisons pour lesquels il ne semble pas possible de
se limiter aux fonctions Z -affines (i.e. a coefficients entiers) dans le définition des polytopes discrets.

Exemple 1.2.5. Reprenons I'ensemble A < 73 de l’exemple définipar0< y < xetz=2x—-2y.
La fonction f(x,y,z) = x — y se prolonge sur la face B = Fi3;(A) en f(+oo, +00, z) = z/2. Celle-ci est
bien a valeurs entiéres (et on vérifie en passant qu'on a bien f = f o 7(3)), mais elle n'admet aucune
définition sur B de la forme (1.3) a coefficients entiers.

13. On prend ici A € Z™ pour simplifier. Le méme énoncé se généralise bien entendu a A < F;(I'™), en identifiant
Firmaz k avec k = Card I. Le résultat reste d’ailleurs valable méme si la définition de A inclut aussi des conditions de
congruences, voir [Darniere, 2017, proposition 3.3].

14. Voir note
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En combinant ces deux propositions on arrive a montrer le résultat suivant.

Proposition 1.2.6 (Présentation des faces). Soit A< Z™ un polytope discret, et soit (u,Vv) une présen-
tation de A. Alors toute face B = F;(A) est encore un polytope discret, son socle B est une face de A, et
(2,3, V5) est une présentation de B.

Autrement dit, non seulement les faces d'un polytope discret A sont encore des polytopes dis-
crets, mais en outre elles sont automatiquement munies d'une présentation héritée de celle de A par
passage aux limites.

Notons qu'une partie de ce résultat estimmédiate : si A est défini essentiellement par la condition
w(@ < a;, < v(a) alors, comme on a supposé p et v largement continues, il suffit de passer a la limite
pour voir que tout point b adhérent a A satisfait 'encadrement [._L(B) < by < ¥(D). La difficulté est
seulement de vérifier la réciproque. C’est 1a que la proposition[I.2.4|de dichotomie joue son réle, une
fois qu’on a vérifié que le socle de toute face de A est une face de A.

1.2.3 Découpage monotopique

Parmi les polytopes réels de dimension fixée, les simplexes sont ceux qui ont le nombre minimum
de facettes (faces propres maximales) [Breandsted, 1983, corollaires 9.5 et 12.8].

Théoreme 1.2.7. Tout polytope A < R™ de dimension d # 0 posséde au moins d + 1 facettes. Il en a
exactement d + 1 si et seulement si c’est un simplexe.

Pour un polytope discret A de dirnensionE] d # 0, le plus petit nombre de facettes possible est
simplement 1. En nous appuyant sur cette analogie, qui veut que les simplexes soient les polytopes
ayant un nombre de facettes minimal, nous appellerons simplexes discrets les polytopes dont les
faces forment une chaine. Un simplexe discret a donc au plus une facette, qui est elle-méme un sim-
plexe.

Le découpage barycentrique [van den Dries, 1998, chapitre 8] permet de décomposer un polytope
quelconque A < R en un complexe simplicial, assez librement pour respecter diverses contraintes.
En particulier, si 9 est un complexe simplicial raffinant celui des faces propres de A, il est possible
de construire par découpage barycentrique une partition . de A telle que :

— FUJ soit un complexe simplicial (contrainte sur les faces);

— tout S € . dont une face touche la frontiere de A se situe dans un « voisinage de 0 A », délimité

al’avance (contrainte de forme).
Le découpage monotopique n’est pas basé sur I'usage des barycentres, comme son homologue réel.
Néanmoins il permet lui aussi de décomposer tout polytope discret en complexe simplicial en res-
pectant ces deux types de contraintes.

FIGURE 1.3 — Découpage barycentrique avec contraintes.

Pour tout I < [1, m] et tout a € '™ posons Aj(a) = min;e s a;. Intuitivement Aj(a) mesure I'inverse
de la distance de a a F;(T'y,) : elle est d’autant plus grande que a est plus « proche » de F;(I'"™), et

15. 1l existe une notion de dimension pour les sous-ensembles définissables de Z™, voir [Cluckers, 2003]. Nous n’y au-
rons pas recours dans ce mémoire.
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infinie si et seulement si a est adhérent a F;(I'""). Dans le cas particulier ot Z = %, la distance de
a a Fi(I') est d’ailleurs exactement d(a, w7(a)) = 2-%@ (o1 d(a, b) = max <<, |2™% — 27| est la
distance usuelle sur I'”?, plongé dans R comme expliqué au début de la section|1.2.1).

Etant donné un polytope discret A € Z™ ayant une face B de support I, comme B = F;(A) = 7;(A)
d’apres la proposition[1.2.3] toute fonction € : B — Z détermine la forme d'un «voisinage » V¢ (B) de
B dans A défini par

Ve(B)={ac Al Aj(a) > e(n;(a)}.

Sur la figure[I.3|la courbe en pointillé représente la fonction €, qui délimite le voisinage de 0 A formé
par la réunion des différents V(7).

Théoréme 1.2.8 (Découpage monotopique). Soit A< T un polytope discret, € : 0 A — Z une fonction
déﬁnissable[ﬂ et 9 un complexe de polytope discrets raffinant celui des faces propres de A. Alors il
existe une partition . de A en polytopes discrets ayant au plus une facette, qui satisfaisait les deux
contraintes suivantes.

1. L UT estun complexe.

2. PourtoutT € J il existe un unique St € & de facette T, et de plus St < V. (T).

Ces deux contraintes sont I'exact analogue de celles représentées sur la figure[1.3} ot1 les triangles
les plus foncés seraient les S7. La seule différence par rapport au cas réel, est qu'en plus les S € &
sont ici ouverts-fermés dans A puisque toutes leurs faces propres appartiennent a 9~ (donc se situe
en dehors de A, dans 0 A).

Plus précisément, ces deux contraintes impliquent que pour tout S € ., ou bien S possede une
facette T etdanscecas T € 9 et S= St, ou bien S n’a pas de facette du tout, et est donc ouvert-fermé
dans Z™. En outre, si 9~ est un complexe simplicial, le complexe . U9~ donné par le théoreme[1.2.8|
de découpage monotopique est encore un complexe simplicial. Le résultat suivant s’en déduit facile-
ment par récurrence.

Corollaire 1.2.9 (Décomposition simpliciale). Soit A< Z™ une polytope discret, et «f l'ensemble de
ses faces (A inclus). Alors of peut se raffiner en un complexe simplicial.

1.3 Triangulation p-adique

Pour tout entier M € N* notons DR = Rn (Q},, U {0}), et DMR? = (DMR)? pour tout q. Les
polytopes et simplexes p-adiques sont simplement définis comme la pré-image de ceux de I'? par
la valuation de K, restreinte 2 DMRY pour un certain M € N*. Nous parlerons alors de polytopes
d’indice M. Les faces d'un tel polytope A< DM R4 sont évidemment les pré-images de celles de v(A),
et tous les résultats de la section précédente se transposent sans difficulté aux simplexes et polytopes
p-adiques.

Une famille finie - de simplexes de D™ R7 forme un complexe si et seulement si pour tous A, B €
I, AN B est la réunion des faces communes de A et B (voir l’annexe. Cela implique notamment
que les simplexes de I~ sont tous disjoints. Plus généralement, nous appellerons complexe simplicial
p-adique toute famille finie 9~ = (97)1<i<, de complexes simpliciaux J; € DMRY pour un certain
M € IN*. Nous parlerons alors de complexe simplicial d’indice M. On notera que si les simplexes qui
appartiennent a J; sont disjoints, en revanche les différents |JJ; ne le sont pas forcément : c’est par
abus de langageE] que j'appelle 9 un complexe simplicial p-adique, puisque c’est en réalité une
famille finie de complexes simpliciaux et non un complexe simplicial lui-méme. Dans le méme ordre

16. Ladjectif « définissable » est ici & prendre au sens suivant. Pour chacune des faces Fj(A) qui composent dA, F;(I')
s'identifie 3 Z* avec k = Card ], et la restriction de € a F 7(T'™) s'identifie a une fonction partielle 7 de Z k dans Z. On
demande alors que chacune de ces fonctions €; soit définissable (au sens classique, voir I'annexe [2) dans la structure de
groupe ordonné de Z.

17. Cet abus de langage aurait pu étre évité au prix d'une petite complication : translater les simplexes des différents de
J; dans des boules disjointes. Les deux solutions sont articielles.
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d’idée, on notera |9 ce qui n'est en fait que la réunion disjointe des |J.9;. De méme nous parlerons
des simplexes T appartenant a 9 (au lieu de «appartenant al'un des J; de I »).

La clé de votte des recherches présentées dans ce mémoire est le théoreme[1.3.2]de triangulation
des ensembles semi-algébriques p-adiques. Il affirme que tout ensemble semi-algébrique A < K™ est
semi-algébriquement homéomorphe a un complexe simplicial p-adique. En outre il s’accompagne
d’un théoréeme de monomialisation des fonctions semi-algébriques dont 'énoncé demande encore
quelques définitions.

Pour tout entier e > 1 on note U, = {x € K | x¢ = 1} '’ensemble des racines e de I'unité dans K, et
Ue,n la réunion des boules B(x,n"), de centre x € U, et de rayon n". Notons qu'il s’agit a la fois d'un
voisinage de U, (d’autant plus petit que 7 est plus grand) et d’'un groupe multiplicatif, sous-groupe
de K™ et produit des groupes U, et B(1,1") =1+ n"R.

Uen=U.-(1+7"R)

Par analogie avec la notation de Landau @, ((x — a)") des développement limités, nous noterons
U n(x) toute fonction semi-algébrique a valeurs dans U, ,. Plus précisément, étant données deux
fonctions semi-algébriques f et g, nous dirons que f = %, ,g sur une partie A de leurs domaines, s’il
existe une fonction semi-algébrique n: A — U, , telle que f = ng. De maniere équivalente (grace a
I'existence de fonctions de Skolem pour les ensembles semi-algébriques p-adiques), pour tout x € A

FX)=Uen(x)g(x) <= f(x)=x(x)-(1+7"wx)- gx)
ouy:A— U,etw:A— Rsontsemi-algébriques.

Remarque 1.3.1. Tout comme dans la décomposition cellulaire de Denef-Cluckers (voir la re-
marque 1.1.6), la condition f = %, , g est une propriété d’ approximation uniforme sur A de f par
g modulo U, , (oude f par gy modulo Uj ), au sens ou pour tout[l;g]x €A

’ fx

—1’ < |7 (1.4)
gx)y(x)

On voit que le role de I'entier 7 est de contréler la précision de cette approximation.

Nous dirons qu'une fonction semi-algébrique g est N-monomiale sur A < K7 si

Vx=(x1,..., %) €A, gy =¢ [] xN
1<i<q

pour un certain ¢ € K et des entiers aj,...,a4 € 7 (avec la convention habituelle 0° si nécessaire).
Enfin nous dirons qu'une fonction semi-algébrique f est N-monomiale modulo U, , sur Asi f =
e ng sur A pour une certaine fonction semi-algébrique g, N-monomiale sur A.

Théoréme 1.3.2. Erant donnée une famille finie de fonctions semi-algébriques 0; : A; € K™ — K)ier
et deux entiers n, N > 1 fixés, il existe des entiers e, M > 1, un complexe simplicial I~ d’'indice M et un
homéomorphisme semi-algébrique ¢ :\ 9 — Ujcr A; tels que, pour toutiel:

1. (Triangulation de A;) Lensemble I (A;) ={p(T) | T € T et(T) < A;} est une partition de A; ;
2. (Monomialisation de 8;) Pour tout T € 9 (A;), 0; o |7 est N-monomiale modulo U, ,.

En outre les entiers e, M peuvent étre choisis arbitrairement grands au sens suivant : si e, M, > 1 sont
deux entiers supplémentaires fixés au départ, on peut exiger que e, divise e et que M, < M.

18. Nous utilisons ici la convention que f(x)/g(x) = 1 en tout point out f(x) = g(x) = 0. La condition pour tout x € A
implique donc que f(x) =0 en tout point de A ou g(x) =0.
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J’appelle un tel couple (7, ) une triangulation des A;, ou une monomialisation des 8;, de pa-
rametres (n, N, e, M).

On peut observer deux différences principales entre ce théoreme et celui de triangulation réelle.
Tout d’abord les complexes simpliciaux impliqués vivent dans des espaces K9 dont la dimension est
a priori bien plus grande que celle de I'espace de départ K. Ceci complique un peu la démons-
tration, mais n’apporte aucune géne dans les applications. D’autre part, il n'y a pas d’analogue réel
aux parametres (n, N, e, M) de cette triangulation p-adique. Ces quatre entiers jouent des réles bien
spécifiques et tres différents, qu’'on peut détailler comme suit.

— n mesure la précision de I'approximation de 8; o ¢|r par une fonction N-monomiale (voir la

remarque[1.3.1). Plus il est grand, meilleure est cette approximation.

— N ne sert a rien en tant que tel : 1-monomaliser les 0; est suffisant en pratique. Néanmoins
la N-monomialisation est une propriété légerement plus forte qui s’avere nécessaire pour la
preuve du théoréme (par récurrence).

— eestune contrainte héritée de la décomposition cellulaire de Denef: il aurait été plus agréable
que e = 1, une approximation modulo U, ; étant plus précise qu'une approximation modulo
Ue,n (puisque Uy, € U,,,). On n'a donc a priori aucun intérét, méme si on peut le faire, a
augmenter e dans la conclusion du théoréme.

— ATinverse, augmenter M dans la conclusion peut s’avérer utile dans la mesure oli, quand M
est plus grand, 'espace DM RY o1 vivent les simplexes est plus petit et posséde de meilleures
propriétés. Rappelons en effet que, dans le cas ou K = QQ, pour simplifier,

DMR\{0}= Q1 nZp= U p*(1+p"Zy) = U B(p",p**")
kelN kelN
est un voisinage de {p*}ren d’autant plus précis que M est plus grand. En outre les fonctions
x — x¥ sont injectives sur DMR des que M devient assez grand (précisément pour M > v(k)

car alors DMR* ¢ Q; gy +1-vOIr le lemme .

La preuve du théoreme de triangulation p-adique se fait par récurrence sur la dimension m
de 'espace de départ K. Nous noterons T, I'énoncé du théoreme dans ce cas. Il est trivialement
vrai si m = 0. On suppose donc qu’il est démontré pour un entier m > 0 et on se donne une famille
@;: A; < K™ - K);e; de fonctions semi-algébriques ainsi que deux entiers n, N > 1 comme dans
I’énoncé de T,,+. En utilisant 'homéomorphisme défini sur K par

. X sixeR
1+x ! sixeK\R

on se rameéne facilement au cas ot les A; sont inclus dans R”**!. En prolongeant les 6; par une valeur
arbitraire on peut donc supposer que toutes les fonctions 6; vont de R”*! dans K.

On cherche alors a préparer les 0; ala monomialisation, grace a la décomposition cellulaire com-
binée a notre hypothese de récurrence. Le théorémedonne une partition € de R™*! en cellules
A sur chacune desquelles les 6; se factorisent sous la forme

a
e

0:(x, 1) = Uen(x,8) - h(x)- [A5 (£ ca(0)] (1.5)

Lidée est de construire d’abord une monomialisation des fonctions h (par T;;), puis de I'étendre aux
fonctions t — c4(x) et finalement aux 8;. Dans le méme temps on s’arrange pour faire en sorte que la
famille €6 ressemble le plus possible a un complexe cellulaire : que ses cellules soient largement conti-
nues, qu’elles forment un monoplexe, et d’autres petites choses que nous allons détailler. C’est toute
cette préparation, ou au moins ses grandes lignes, qui est présentée dans la suite de cette section.

1.3.1 Etape 1: Décomposition cellulaire largement continue

La premiere difficulté qui surgit, quand on essaye de préparer les fonctions 8; a la monomialisa-
tion comme on I'a dit plus haut, est que la préparation des fonctions semi-algébrique par la décom-
position cellulaire classique (théoréme[1.1.4) ne dit absolument rien sur ce qui se passe au bord des
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cellules. En particulier, il se trouve que les centres et bornes des cellules d'une telle décomposition ne
sauraient étre tous largement continus en général.

Exemple 1.3.3. Soit X = {(x,),2) € R3| ¥y = zx et x # 0}, et soit 8 la fonction indicatrice de X. Soit
&/ une partition quelconque de R® en cellules sur chacune desquelles 0 se factorise comme en (1.5).
Alors toute cellule A € of est nécessairement incluse dans X ou disjointe de X (car 8(x) =1 sur X et
est nulle partout ailleurs). Celles qui sont incluses dans X ont pour centre la fonction y/x, qui n'est
pas largement continue au voisinage de (0, 0).

Pour éviter cet écueil, on commence donc par « déformer » légerement les fonctions 6; en les
remplacant par les fonctions 6; o u;, définies ci-apres. Pour toutn € K™ et tout (x, ) € K™ x K, on pose

un(x, H=(x+1n,t).

Ceci définit un automorphisme linéaire u, de K m+l d’autant plus proche de I'identité (au sens usuel,
de la norme des applications linéaires) que ||| est plus petit. La déformation des 0; introduite par u;
est donc d’autant moins grande que ||n| est plus petit.

En reprenant pas a pas la preuve du théoreme|[1.1.4de décomposition cellulaire, on peut a I'aide
de T, montrer le résultat suivant de « décomposition cellulaire largement continue a petite déforma-
tion pres ».

Théoréme 1.3.4. Soit (0; : A; € K™ — K) une famille finie de fonctions semi-algébriques dont les
domaines A; sont bornés. Il existe un entier e > 1 ayant la propriété suivante.

Pour tout entier n > 1 il existe, pour un certain N > 1 multiple de e, un automorphisme linéaire u,
de K™+ comme ci-dessus (avecn € K™) et, pour un certain M > 2v(e), une famille finie 2 de cellules
modulo Q;{,y M ajustées et largement continues, tels que 9 est un raffinement de {uy-1(A}ier et pour
chaquei € I on a, sur toute cellule]’| D € 2 contenue dans A;,

a
e

0; 0 1y (x, 1) = Ue,n(x, 1) - RO [A5' (£ = cp ()] (1.6)

oit h: D — K est une fonction semi-algébrique et a € 7, (dépendants de i et D).
De plus :
— si on se donne au départ des entiers e, N., M, > 1 quelconques, on peut exiger que e soit mul-
tiplede e, que N soit multiple de eN, et que M > M, ;
— unefoise, netN fixés, 'ensemble desn € K™ qui conviennent est Zariski dense, et ||| peut donc
étre pris arbitrairement petit.

Sans entrer dans le détail de la preuve, qui repose avant tout sur celle de la décomposition cel-
lulaire de Denef, il est éclairant d’'introduire ici les deux notions supplémentaires utilisées : celle de
«bonne direction » et celle de « fonction presque largement continue ».

Ftant donnée une famille finie & de polyndémes en m + 1 variables a coefficients dans K, une
bonne direction pour & sur K est un point projectif x = [xy,..., X,+1] tel que I'ensemble des zéros
de & dans K"*! ne contient aucune droite de K"**! dirigée par x. Elle est géométriquement bonne
pour & si elle est bonne pour & sur toute extension algébrique de K.

Siune fonction f: A< K™ — est largement continue, alors elle se prolonge en une fonction conti-
nue f : A— K, dont le graphe n’est autre que 'adhérence du graphe de f. En particulier les fibres de la
projection de Graphe f sur K™ sont toutes des singletons. Nous dirons que f est presque largement
continue si les fibres de la projection de Graphe f sur K’ sont toutes finies.

Le théoreme de décomposition cellulaire considere une famille finie «/ de parties semi-
algébriques de K**!. Chaque A € o peut s’exprimer comme une combinaison Booléenne d’en-
sembles de la forme f ‘1(P;,), pour un certain N > 1, avec f un polyndme non nul a coefficients

%i,D
19. Comme e|N et m>2v(e), [A;! (1—cp(x))] "¢ estbien définie sur D (voir la remarque .
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dans K. Soit &# 'ensemble de tous ces polynémes. Denef produit alors dans sa preuve une partition
finie € de U</ en cellules modulo Py, telle que toute partie A € o/ est réunion des C € € qu’elle
contient.

Considérons maintenant </, = {u, 1(A)| Ae o}, pourun certainne K™.Si A= f~1(P ) alors bien
str u, LA) =( fo un)’l(P;,). Or f o uy; est encore une fonction polynomiale a coefficients dans K. La
construction de Denef s’applique donc aussi bien a <, et fournit une décomposition cellulaire 6;, de
U<y quiraffine <. Le point clé pour la preuve du théorémeréside alors dans le lemme suivant.

Lemme 1.3.5. Avec les notations ci-dessus, si [, 1] est une direction géométriquement bonne pour &,
alors les centres et les bornes de toutes les cellules de €y, sont presque largement continues.

La triangulation p-adique permet de montrer (voir le corollaire[I.3.16) que toute fonction presque
largement continue dont le graphe est borné, est largement continue par morceaux. Il est alors fa-
cile, en raffinant la décomposition cellulaire fournie par le lemme ci-dessus, d’en déduire que si </
est bornée alors of, admet une décomposition en cellules largement continues, puis d’aboutir par
quelques raffinements supplémentaires au théoréme|1.3.4

1.3.2 Etape 2 : Monoplexes cellulaires

Létape précédente nous a ramenés au cas ol les fonctions 6; sont définies sur R"*!. Le théo-
reme nous a fourni unn € K™, des entiers e, n, N, M et une partition finie 2 de u;l (R™*1y en cel-
lules modulo Q]XV’ » largement continues et ajustées, sur lesquelles les fonctions 6; o u; se factorisent
comme en (1.6). En outre, quitte a prendre ||| assez petit, on peut supposer que u, ' (R"*!) = R™*1.
Le but est maintenant de raffiner cette partition 2 de R"*! pour la faire ressembler le plus possible a
un complexe simplicial, tout en conservant sur chaque cellule une factorisation des 8; du méme type
que (L.6).

Pour cela, on introduit d’abord la notion de « <"-raffinement ». Etant données deux cellules B, A
dans K™*!, on écrit que B <" A si B C A et s'il existe une fonction semi-algébrique hp 4 : B — K telle
que

t—ca(x) =%n(x, 1) hp a(x) ou t—ca(x) =%n(x,1)- (t-cp(x))

sur B. Les deux cas peuvent se ré-écrire sous la forme commune
1_
t—ca(x)=Un(x, 1) - hp a(x0)*- (t—cpx)) “ (1.7)

avec a € {0, 1}. Dans ce cas la fonction hp 4 est appelée une <"-transition de (B, A). Si 98, of sont deux
familles de cellules telles que B <" A pour tout (B, A) € & x of tels que AN B # @, on dit que 2B est
un <"-raffinement de </ et on le note 28 <" «/. On appelle alors systéme complet de <" -transitions
pour (%8, <) la donnée d'une <"-transition pour chaque paire (B, A) concernée.

Remarque 1.3.6. Lintérét d'un <"-raffinement % de «f est que si les fonctions 6; se factorisent
comme dans (1.6) sur chaque A € &/, alors elles conservent par (1.7) une factorisation du méme type
sur chaque B € A.

Nous allons donc chercher un <"*-raffinement & de 2 dont la structure (combinatoire et topolo-
gique) soit la plus proche possible d'un complexe simplicial p-adique. En particulier, on attend d'un
tel raffinement qu'’il satisfasse les deux conditions suivantes.

— Les faces de tout simplexe p-adique formant une chaine, les complexes simpliciaux p-adiques

sont des monoplexes. On voudrait donc que & soit un monoplexe.

— Toute présentation d'un simplexe p-adique fournit par passage aux limites une présentation

de chacune de ses faces, viala proposition[1.2.6] On voudrait donc aussi que pour toutes F, E €
& telles que F < E, le centre etles bords de F se déduisent de ceux de E par passage aux limites.
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Cette derniere condition nécessite d’étre précisée. On introduit pour cela la notion de « complexe
cellulaire », définie comme suit. Etant donnée une cellule A < K”*"! modulo G (pour un sous-groupe
G de K* fixé), largement continue et bornée, de support X € K™, pour tout Y € X, I'ensemble An
(Y x K) estformé des (x, 1) € Y x K tels que

lpa(X)] <1t = Ca0)| < [Va(X)] et t—ca(x) € 214G, (1.8)

C’est une cellule au sens général, mais pas au sens un peu restrictif de nos cellules présentées. Néan-
moins si Y est choisi de sorte que fi4 et v 4 soient ou bien identiquement nulles ou bien jamais nulles
sur Y (indépendamment 'un de I'autre), alors An (Y x K) peut se décomposer en réunion disjointe
de cellules présentées 09 A ou 9}, A (ou @) définies comme suit (voir aussi la figure|1.4).

— 0% A=(Ca,,0,0,0)siv4=0surY, et 3} A= sinon;

— 0y A= (Caly»Valy» flaly,Aa) si fia ne s'annule pas sur Y, et 0, A = @ sinon.

1
oL A

FIGURE 1.4 — Pseudo-faces de A: 6(1),A, 6§,A et A= 6§(A

Nous appellerons complexe cellulaire fermé modulo G toute famille finie </ de cellules modulo
G dans K1, deux a deux disjointes, ajustées et largement continues, tel que .« est fermé, que
'ensemble <7 des socles des cellules de </ forme un complexe fermé dans K™, et que pour tous
A,Beof,siBNA+# @ alors B= G%A ouB-= 6§,A avec Y = B. Un complexe cellulaire est simplement
un sous-ensemble quelconque d’'un complexe cellulaire fermé. Si de plus </ est un monoplexe (voir
'annexe(I) on parlera bien sr de monoplexe cellulaire.

Remarque 1.3.7. Le seul fait que &« soit un complexe fermé garantit que 'adhérence de chaque cel-
lule A € «/ est réunion disjointe des B € « telles que B < A. Nous les appellerons les pseudo-faces de
Arelativement a «. Si de plus &« est un complexe cellulaire fermé, ces pseudo-faces sont exactement
les O%A et 6§,A non vides, pour Y € <. En particulier, dans ce cas, les pseudo-faces de A relativement
2 of sont déterminées par la seule donnée de A et des pseudo-faces de A relativement a <. En outre
ces pseudo-faces ont par définition une présentation héritée de celle de A par passage aux limites,
exactement comme les faces d'un polytope S (discret ou p-adique) ont une présentation héritée de
celle de S (cf. la proposition[1.2.6|de « présentation des faces »).

Théoréme 1.3.8. Soit G un sous-groupe de K™, semi-algébrique, d’indice fini et ouvert dans K*. Soit
o une famille finie de cellules modulo G dans K™, bornées, largement continues et ajustées. Pour
tout entier n > 1 il existe un monoplexe cellulaire & modulo G tel que & <" of

Une fois appliqué le théoreme a la famille 2 de cellules modulo Qy, ,, produite a I'étape 1,
on dispose d’une partition & de R"*" formée par un monoplexe cellulaire modulo Qy, ,,, tel que sur
chaque E € & les fonctions 6; o u;, se factorisent comme en (1.6) :

sl

0; 0 Uy (X, 1) = Uen (X, 1) - h(x) - [AF (£ - ce(x))]

Notons & I'ensemble de ces fonctions h, augmenté de I’ensemble des fonctions (bornes et centres)
intervenant dans les présentations des cellules de &.
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Un cercle vicieux. Pour préparer la monomialisation des 6; o u; on pourrait penser qu’il est temps
d’appliquer I'hypothese de récurrence T, afin de construire une monomialisation (J,y) de &. Le
probléme est que 'image de 9~ par y n’est alors plus & mais un certain monoplexe & raffinant &. On
peut alors remplacer & par le raffinement vertical induit par &, c’est-a-dire I’ensemble des ENn (X x K)
pour E € & et X € Z inclus dans E; mais alors la famille &’ ainsi obtenue n’est plus un monoplexe cel-
lulaire. Certes, on peut encore appliquer le théoréme a &' pour le raffiner en un monoplexe
cellulaire &”. Mais cela introduit de nouvelles cellules, donc de nouvelles fonctions k pour la factori-
sation des 6; sur ces cellules, bref un nouvel ensemble de fonctions pour lesquelles (9, v) n’est plus
une monomialisation : c’est une histoire sans fin.

Pour en sortir il faut faire marche arriére, repartir du début de I'étape 2, et construire simultané-
ment : (1) un <"-raffinement & de 2 qui soit un monoplexe cellulaire, et; (2) une monomialisation de
toutes les fonctions impliquées dans la factorisation des 6; o u;, dans la présentation des cellules de
& et dans un systeme complet de <"-transitions de (&, ). C’est 'objet du lemme technique suivant,
au ceeur de la triangulation, dont le théoreme|1.3.8/n’est qu'une version simplifiée.

Lemme 1.3.9. Soit G un sous-groupe de K™, semi-algébrique, d’indice fini et ouvert dans K*. Soit of
une famille finie de cellules modulo G dans K™, bornées, largement continues et ajustées. Soit F une
famille finie de fonctions définissables, dont les domaines de définition sont pris dans . Enfin soient
n, N > 1 des entiers quelconques.

On peut trouver des entiers e > 1 et M > 2v(e) arbitrairement grands (au sens du théoreme|1.3.2),
et un quadruplet (9 ,v,8,%¢) ayant les propriétés suivantes :

— & est un monoplexe cellulaire modulo G formant un <" -raffinement de <f .

— Fg est un systeme complet de <" -transitions pour (&, ).

— (T ,v) est une monomialisation de de parametres (n, N, e, M) de toutes les fonctions de &, de

Fg, ainsi que des centres et bornes de toutes les cellules de &. En outrew (V) = 8.

Cette construction, laborieuse, se fait par récurrence en commencant par les cellules minimales
(pour I'ordre de spécialisation). De maniere informelle on peut en décrire les étapes clés comme suit.

1. On rajoute a & toutes les cellules possibles du type 6§,A pour Ae o, Y € o/, i€{0,1}, et on
construit un <"-raffinement de cette famille augmentée (par des techniques empruntées a
Denef). On se ramene ainsi au cas ot </ est fermé, J</ est un complexe, et pour chaque
B< A€o/ onaB<"0%AouB<"0},AavecY =B.

2. On ajoute a & les <"-transitions, données par la condition précédente, de toutes les paires
A, B € o telles que B < A. On y ajoute également les centres et bornes de toutes les cellules
de of/. T;, donne une monomialisation (9~ ,v) de & de paramétres (n, N, e, M), pour certains
entiers e et M pouvant étre choisis arbitrairement grands. En outre, quitte a remplacer <« par
I'ensemble des AN ((S) x K) pour A€ o et Se T tels que ¢(S) S A, on peut supposer que
v IT) =

3. Ensuite, partant d'une cellule A € &/ de socle X, on considére I'ensemble 28 des cellules de «/
qui rencontrent 0 A. Par hypothese de récurrence on suppose que 28 est un monoplexe, que
B <", et que (T ,1) est une monomialisation des centres et bornes des cellules de 2, ainsi
que des <"-transitions de (%, /). On construit alors une partition finie &4 de A en cellules E
telles que E <" A, en faisant en sorte que :

(a) PBuUé&, soit un monoplexe cellulaire.

(b) Les socles de ces nouvelles cellules soient les images par ¥ d'un complexe simplicial Ty,
construit a partir de 9 par découpage monotopique dey! (A).

(c) Les centres et bornes de ces nouvelles cellules E soient construits en prolongeant a E ceux
des cellules de B, al’aide d’une rétraction (théoréme. C’est ce qui permet de garan-
tir a la fois que 28 U &4 est un monoplexe cellulaire, et que (7, 94) est aussi une monomia-
lisation des centres et bornes de E, ainsi que des <"-transitions de (E, A).

20. Le découpage monotopique des simplexes discrets (théoréme se reléve en un découpage monotopique des
simplexes p-adiques.
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Une fois cela fait, il ne reste qu’a remplacer <f et 7 par o' = (o/ \ {A}) UE4 et Ty, et a recom-
mencer. De proche en proche, on finit par remplacer < tout entier par un <"-raffinement &
qui est un monoplexe cellulaire, et I~ par un complexe simplicial plus fin 7' tel que (v, J)
ait toutes les propriétés voulues.

La construction de &4 a partir de A et & se fait en plusieurs étapes, détaillées ci-apres, dépendant
de la configuration de A et de son socle X. Elle utilise en plusieurs points I'hypothése de récurrence
T,,. En particulier, quand X n’est pas fermé, T, fournit une rétraction semi-algébrique o de X sur 0X
qui est utilisée dans la construction.

Cas 1. X estferméetv, # 0. Alors A est fermée (donc minimale dans «f, c’est I'étape d’initialisa-
tion). On prend &4 = {A}.

Cas 2. X est fermé et v4 = 0. On prend &4 = {A,E} avec E = 6()’(A (la cellule sous-jacente est le
graphe de c4, qui est ici la frontiere de A).

Dans tous les cas qu'il reste 2 traiter X n'est pas fermé donc 4X = Y, pour un certain Y € o (parce
que </ est un monoplexe).

Cas 3. uy = 0. La cellule sous-jacente a A est le graphe de c4, et comme o/ estun monoplexe il
est facile de voir que 2 U { A} est un monoplexe. On prend donc &4 = U {A} dans ce cas.

Dans tous les cas qu'il reste a traiter p4 # 0 sur X. Chaque configuration possible est illustrée par
un dessin dans lequel A est représenté par un domaine grisé, ses bornes par des lignes pointillées, X
par 'axe horizontal, Y par le point a 'extrémité gauche de X, et Y x K par I'axe vertical. Les cellules
de 28 sont incluses dans An (Y x K) pour la plupart (il n'y manque que 6()’(A, c’'est-a-dire le graphe de
ca, dansle casoliv4 =0).

Cas4. ig=0surY.

ou

Si vy #0 (figure de gauche) on prend &4 = { A}, sinon (figure de droite) &4 = {A, O%A}.

Cas5. 0<|vgl < |figlsurY.

Dans cette étape plus difficile, on « élargit » chaque cellule B € 28 en une cellule Eg < A, en fai-
sant en sorte que la famille &4 = {Ep | B € 98} forme une partition de A. Cet élargissement utilise la
rétraction o de X sur Y donnée par T,,, chaque cellule Ep étant définie par

Ep=(cpoo,vpoo,upoa,Ap).

Par exemple sur la figure ci-dessus, B, est de type 0. On prend donc pour Ep, la cellule de type 0 et de
centre cp, 00.

Bien sir il n'y a aucune raison a priori pour que ces cellules Ep soient incluses dans A. En réalité
c’est le cas seulement pour leurs restrictions a un voisinage de Y, mais un raffinement approprié de
& par découpage monotopique de ! (A) permet de résoudre cette difficulté.
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Par ailleurs le fait que Ep <”* A découle de ce que, au départ, on a fait en sorte que B <" 6§,A. Plus
précisément, on a fait en sorte que B <" 6§,A ou B <" a‘g,A pour toute cellule B € o/ de socle Y telle
que B < A, et cette propriété reste valable pour les cellules B € & parce que B <" .

Cas6. 0=|vy|<|ftalsurY etvy #0.

On peut montrer que By := 6‘1’,A € A et qu’il existe une unique cellule B; € & de socle Y qui
touche By. On prolonge la fonction up, en une fonction ug = pp, oo : X — K, qu'on utilise pour
scinder A en deux cellules E et A’ de centre ¢4 : la premiére constituée des points (x, t) de A tels que
|t —ca(x)| < |up(x)], et 'autre du reste. La construction du cas précédent s’applique a A’ et en fournit
une partition & . On pose alors &4 = {E} U & 4.

Cas7. 0=|vgl<|ftalsur Y etvy=0.

Comme indiqué sur le dessin on découpe la cellule A en deux cellules A’ et A”, al’aide cette fois
d’une fonction p: X — K largement continue telle que |u| < |val et fig = 0 sur Y. La construction du
cas précédent s'applique a A’ et en fournit une partition 4. On pose alors &4 = {A”,05, AlU& 4.

Ceci termine la derniére étape de la démonstration du théoréme|1.3.8

1.3.3 Etape 3 : Fin de la préparation

Maintenant que les étapes précédentes ont permis de mettre en place tous les outils nécessaires,
reprenons a son début le fil de notre récurrence. En supposant T, vérifiée, on veut démontrer T,
pour une famille de fonctions semi-algébriques (8; : A; € K m+l _, K);er et des entiers n, N > 1 fixés.
Comme indiqué avant I'étape 1, on se rameéne facilement au cas de fonctions 6; définies sur R"*1.

Létape 1 donne des entiers ey, No, My > 1, une déformation u;; de R™*! et une famille ¢ de cel-
lules modulo Q;,O, M, djustées et largement continues, tels que

— eoN divise Ny et My >2v(ep);

— o estune partition de R"!;

— pour chaqueielet A€ of, et pourtout (x,t)€ A:

0; 0 ty(x, 1) = Uy n (%, 1) i, a (D [AZ} (1= ca)] . (1.9)

Létape 2 fournit alors, pour nj, N; > 1 quelconques, des entiers e; > 1 et M; > 2v(e;) arbi-
trairement grands, un complexe simplicial 9~ d’indice M;, un homéomorphisme semi-algébrique
v : I — R™ etun <"-raffinement 2 de <f tels que

— 9% est un monoplexe cellulaire modulo szvl, M,

— y(T) = %;

— fovr est N;-monomiale modulo Uy, ,, pour tout T € 9 et toute fonction f définie sur y(T)

prise parmi:les h; 4 de ; les centres et bornes de cellules de 28; les éléments d'un systeme
complet de <"-transitions de (%, «/).
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Comme indiqué dans la remarque le fait que % <" «f permet de conserver sur chaque B € %
une factorisation des 6; o u; semblable a (1.9) :

9i,B

0i 0 (X, £) = Uy n(x, £) By g (0 [AG (£ - cp ()] ™ (1.10)

De plus les nouvelles fonctions h; g sont des produits des fonctions k; 4 de et des fonctions de
transitions hp 4 (pour A € &« contenant B). Par conséquent chaque /; oy est encore N;-monomiale
modulo U,, ,, sur ¢~ (B).

Cette étape 2 peut s’appliquer avec n; = max(1 + 2v(ep), n+ v(ep)) et N; = Ny. En outre, puisque
M, peut étre pris arbitrairement grands, nous sommes en droit d’exiger que

— M > v(Ny) (= v(eg) puisque eq divise Np), et;

— M = My — v(Np).

Comme N; = Ny et M7 + v(Ng) = My, Q;/(),MH'U(N()) est un sous-groupe de Q;IO,MI = ijvl,Ml' Il est d’'in-
dice fini, donc chaque cellule B € 28 admet une partition finie en cellules C modulo Q]XVO' My+0(No)?
ayant les mémes centres et bornes que B. En particulier ¢ <" «/, avec le méme systeme complet de
<"-transitions pour (¥, /) que pour (%8, </). En outre QIXVO, My +u(Ny) €St ouvert-fermé dans QJXVO, my il
est donc facile de voir que I'’ensemble € de ces cellules est encore un monoplexe cellulaire.

Nous avons donc: (a) € <" %, et; (b) (7, ¢) est une Ny-monomialisation modulo U, ,, des fonc-
tions h; g et des fonctions de transition de (%, /). Le méme argument qui nous a permis de passer
de a s'applique donc a nouveau, et permet de déduire de les fonctions 6; o uy, se
factorisent sur chaque cellule C € € sous la méme forme

@A
0; 0 Un (X, 1) = Ueyn(x, 1) - hi,c () A (1= cc(x))] (1.11)
oltles h; c oy sont Np-monomiales modulo Ug, 5, sur w‘l(é).

A ce stade la préparation des fonctions 0; est terminée. La suite de la preuve consiste a construire :
un complexe simplicial . d’indice M;; une projection semi-algébrique ® : |4.¥ — UJ ; et un
isomorphisme ¢ : 4. — R™*!; tels que le diagramme suivant soit commutatif et que chaque
0; o uy o @|s soit N-monomiale modulo Uge,,, sur chaque S € . En particulier (7, u; o ¢) sera alors
une N-monomialisation de 6; de parametres (n, N, ege;, M) ce qui terminera la preuve de T4 1.

rml <Y g 1.12)
|
|

v ¥
R" ~— T

Pour donner une idée de cette construction, voyons tout d’abord comment construire a partir
d’une unique cellule C = (¢, v, u,A) de € :

— un simplexe Sc € DM RY;

— un isomorphisme semi-algébrique ¢¢: S¢ — C;

— une projection semi-algébrique ®¢ de S¢ sur Uc = w‘l (6) ;
de sorte que le diagramme suivant soit commutatif et que chaque 6; o u; o ¢ soit N-monomiale
modulo Uge, n-

c<%_s. (1.13)
|
| ®c

éﬂUc

Le cas o1 C est de type 0 est trivial : il suffit de prendre S¢c = Uc et ¢¢ = coy (rappelons que par
construction U¢ € 9~ est un simplexe de D R7). On peut donc supposer que C = (C,v, i, A) est de
type 1, et donc A # 0. La cellule sous-jacente est 'ensemble des (x, t) € X x K tels que

vl <[t —cx)| < [px)] et t=c(x) € AQN, a+v(Ny)
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ou X =y (Uc) estle socle de C. Comme A # 0 et V(Q;]O'
0< v(A) < Ny.

Par construction M; > v(Np), donc la fonction y — y™ induit un homéomorphisme de Q' v,
sur QJXVO, My+v(No) d’apres le lemme Il s’ensuit qu'un couple (x,t) € X x K appartient a C si et

My+v(No)) = Ny Z on peut s’'arranger pour que

seulement si x = @(u) avec ue Uc etsi t=c(x) + /lyN0 avec y € Q{‘Ml tel que

Il ne reste donc qu’a vérifier que ces conditions sur (u, y) définissent un simplexe p-adique d’in-
dice M;. C’est 'objet de la proposition suivante.

Par construction Uc est un simplexe de DM R9 pour un certain g > 0. C’est donc la pré-image par
la valuation d’un simplexe vU¢ de I'Y. Notons I le support de vU¢ (et de U¢). On sait que po ¢ et
vo|c sont Np-monomiales modulo U, ,, . Il existe donc des coefficients { € K* et f; € Z pouri € Ic
tels que pour tout u € Ug

Lo (U) = Uy my )€~ [T uroP'. (1.14)
ielc
Comme A est une cellule ajustée v(uc(x)) € v(A) + Ny Z pour tout x € A, donc v(¢) est congru a v(A)
modulo Ny d’apres I’égalité ci-dessus. Soit donc By € Z tel que v(¢) = v(A) + Ny By, et pour tout u € Uc
posons
' (W) = My +v(No) + o+ ) Bii.

iEIC

On définit de méme v’ a partir de v (siv = 0 on pose v/ = +00), et on introduit I'ensemble vS¢ suivant.
vSc ={ae Fruiqey T | aevUc et 4 (@) < am <V'(@}

Proposition 1.3.10. Avec les notations ci-dessus vSc est un simplexe discret. Sa pré-image Sc par la
valuation, restreinte a DM R est donc un simplexe p-adique, dont le socle est bien stir Uc. En outre
lapplication

pcla) = (W@, cly@) +n~ MM 670 )
définit un homéomorphisme de Sc sur C, largement continu, dont le prolongement a Sc envoie bijec-
tivement les faces de S¢ sur les pseudo-faces de C (les cellules de € incluses dans C).

Esquisse de démonstration. Examinons tout d’abord les propriétés de . C’est par définition une ap-
plication Q-affine. De plus, par (1.14), pour tout u € Uc

(Howw) =v©)+ Y. NoBiv(u) = v(A) + No[p' (v(w) — (Mi + v(Np))].

ielc

On en déduit
(poy () - vid)

No
En particulier 'application u’ est déterminée par u de maniére unique, méme si les coefficients f;
donnés plus haut ne le sont pas. Comme p est largement continue, il s’en suit facilement que y’ I'est
aussi. Les mémes arguments s’appliquent a v/, qui est donc aussi largement continue.

De plus, comme C est une cellule ajustée modulo Qf\,0 et qu'elle est contenue dans R"*!,

W (v(w) = My + v(No) + (1.15)

,Mi+v(Np)
il n’est pas difficile de VOiI‘H que v(u(x)) = —(M; +v(Np)). D’autre part v(1) < Ny —1 par construction

donc donne
~(My + v(Np)) — (Np— 1)

No

M

W(v@w) = M+ v(No) +

21. On pourrait s’attendre a ce que v(u4(x)) > 0, mais A= (—n~M,
dulo Q;, r Incluse dans R (en fait A = R) telle que v(ua) = —M.

M QJXV, ) donne un exemple de cellule mo-
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Autrement dit, en posant M’ = M; + v(Np) pour simplifier,

M'No=M ~No+1 _ (M -DWNo-1) _
Ny - No -

W (vw) >

La fonction u est donc positive, ce qui achéve de montrer que vS¢ est un polytope discret (et explique
au passage la raison d’étre du terme M; + v(Np) dans la définition de /).

Le fait que ¢ soit injective sur S¢c découle de I'injectivité de w¢ sur Uc et de y — yé\’ sur Qi My
Pour tout a € Sc posons u =ad € Uc et y = JI_(M1+U(N°))aq+1. Alors @c(a) = (x,t) avec x = wc(x) et
t = c(x) + Ay™o, et il est facile de vérifier que
v(x) N N

A

e

K@< agn <V'(@ = T

Slyl< ‘
En outre ag.; et 7~ M *?Mo) appartiennent a Q' , donc y € Q' , et donc enfin

N
t—c(x) = Ay € AQN, w1+ ()

ce qui montre que ¢(S¢) = C.

Les faces de S¢ sont obtenues a partir de (¢/,v') par passage aux limites (c’est la proposition
de présentation des faces). De méme les pseudo-faces de C relativement a 6 sont obtenues a partir de
(c,v, 1) par passage aux limites (c’est la remarque. Comme y envoie les faces de Uc surles Y €
o inclus dans I'adhérence de A4, il est facile d’en déduire que ¢ se prolonge en un homéomorphisme
de S¢ sur C qui envoie les faces de Sc sur les pseudo-faces de C. Or les faces de C forment une chaine
pour 'ordre de spécialisation, puisque ¥ est un monoplexe. Il en va donc de méme des faces de Sc,
ce qui montre que Sc est bien un simplexe p-adique. (Il

1.3.4 Etape 4 :Fin de larécurrence

A ce stade on a réalisé toutes les conditions du diagramme pour la cellule C : il suffit de
prendre 'application ¢¢ de la proposition[1.3.10]et la projection naturelle ®¢(a) = a. Pour passer au
diagramme[1.12]il ne reste qu’a les «recoller » convenablement. Une derniére difficulté surgit alors :
si par exemple C, D € € sont deux cellules de type 1 ayant le méme socle X, le méme centre et les
mémes pseudo-faces strictes, les simplexes S¢ et Sp construits ci-dessus vivent dans le méme espace
Flu{qH}(DMqu“), ou I < [1,q] estle support de Uc = Up. Comme ils ont les mémes faces strictes,
ils vont s’intersecter ! Il est facile d'y remédier en adaptant leurs définitions, de facon a placer par
exemple 'un dans Fyyg+1, (DM R7*2) et lautre dans Fryg+2 (DM R9*2), 1a différence des supports
suffisant a séparer totalement Sc de Sp sans toucher a leurs faces communes. Mais il faut le faire
uniformément sur I’ensemble des cellules de €, pour assurer une compatibilité totale lors du recol-
lement de '’ensemble des simplexes ainsi construits le long de toutes leurs faces communes.

Pour cela on construit au préalable un arbre /# de parties de N*, dont les éléments seront les sup-
ports des simplexes S¢ (voir plus loin). On souhaite que cet arbre soit isomorphe a ¢, et on construit
en méme temps une projection de ./ sur % rendant le diagramme suivant commutatif.

C<——-H (1.16)
[
|
|
C~—39
Dans ce diagramme, la fleche verticale gauche est la projection C — C et la fleche horizontale
inférieure est T — w(T). Pour construire les deux autres fleches et I'arbre #, on introduit d’abord

deux fonctions H, P de 6 dans I'’ensemble 22(IN*) des parties de N* ayant les propriétés suivantes.
Tout d’abord H est strictement croissante, et pour toutes cellules A, B,C € € tellesque B < A:
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— Si Aestde type 0, H(A) = P(A).

— Si Aestde type 1, H(A) = P(A) U{ra} pour un certain r4 > maxP(A).

— P(A) etlesupport I4 de Us(= u/‘l (A)) ont le méme cardinal.

— P(B) = H(B)N P(A) (en particulier P est croissante et P(B) < H(B)).

— Si 0 4 désigne I'unique bijection croissante de I4 dans P(A), alors o 4 envoie aussi I sur P(B)

(autrement dit la restriction de 0 4 a Ig est og).

— Si P(C) € P(A) alors U¢c € Uy.
En posant A = {H(A)} gc¢ €t & = {P(A)} 4e¢, tous deux ordonnés par inclusion, on obtient un iso-
morphisme H : € — /€ et une projection P : € — 22. De plus I'application P(A) — Uy, pour A € o,
est bien définie, et réalise un isomorphisme de 22 sur 9 . On a donc un diagramme commutatif

S — 7 (1.17)

RS

C~—g <"

dont H~! et Po H™! sont respectivement la fleche horizontale supérieure et la fleche diagonale. Le
diagramme s’en déduit immédiatement.

Pour chaque cellule C = (¢, v, u, 1) € €, on reconstruit alors comme suit toutes les données de la
proposition en prenant soin cette fois de placer S¢ dans une «case » de support H(C). Posons@
rc = max H(C) U {1}, et r = max e r4. Rappelons que Uc = 1,(/_1(6) est un simplexe de DMiRY de
support Ic.

— ®c¢: Fy)(DMR") — F;. (DM RY) est définie par ®c(a) = u avec u; = ag.() Sii€ Ic, et u; =0
sinon. Comme o : Ic — P(C) est une bijection croissante, que H(C) = P(C) si C est de type 0,
et que H(C) = P(C)u{rc} si C estde type 1, on voit que @ (a) reprend toutes les coordonnées
non nulles de a dans le méme ordre, sauf la derniére si C est de type 1. Dans ce dernier cas on
peut voir @ comme un redéploiement dans un espace plus grand, de la projection naturelle
de DM R9+1 sur DM R4,

— SiCestdetype0, Sc est'ensemble des a € Fyc) (DM R") = Fpc) (DM R") tels que ®¢(a) € Uc.
En particulier ®¢ induit dans ce cas un homéomorphisme de S¢ sur Ug, largement continu et
préservant toutes les faces.

— SiCestdetypel,

Sc ={ae Fu (DM R") | 0c(@) € U et i (v(@c(@) < v(ar.) <V (v(@c(@) |

ou y' et v’ sont définies comme dans la proposition|1.3.10
— Enfin pour tout a € Sc,

pcla) = (1//0@(;(61), c(yodc(a)) + n‘No(M1+”(M’))Aaﬁ°). (1.18)

On conserve ici ’hypotheése faite plus haut que 0 < v(1) < Np.

Avec les mémes arguments que dans la proposition[1.3.10on montre que Sc est un simplexe de
DMR" et ¢ : Sc — C un homéomorphisme largement continu, envoyant les faces de Sc sur les
pseudo-faces de C. En outre les «cases » Fxc) (D R") sont ainsi disposées que pour toute pseudo-
face D de C, Sp est une face de Sc, et ¢ p n'est autre que la restriction de ¢ a Sp. Lensemble de ces
simplexes Sp forme donc un complexe simplicial .#, et les différentes applications ¢ se recollent en
un homéomorphisme ¢ : 4. — € = R™*!. De méme les différentes projections ®¢ restreintes a Sc
se recollent en une projection @ : . — |4~ qui rend le diagramme|[I.12]commutatif. En particulier
le couple (¥, @) réalise donc une triangulation de €.

22. En général, H(C) est une partie non vide N* et r¢ = max H(C). Toutefois H(C) peut étre vide si C est un point. La
définition de r¢c comme max H(C) U {1} plutét que comme max H(C) permet d’éviter ce (faux) probleme.
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Il reste a se convaincre que (<, uy o @) est aussi une monomialisation des 6;, de parametres
(n,N, epey, M;). Ceci découle avant tout de (1.9), et de la commutativité du diagramme En ef-
fet sur chaque cellule C = (c,v, u, 1) € €, (1.9) donne

%i,c
Hl © un oYc = %eoyn . hl"co(pC' [A/_l(sco(pc] €0

oudc(x,t) = t—c(x) pour tout (x, £) € C. Par construction h; ¢ o ¢c est No-monomiale modulo Uy, 5, .
Comme en outre N divise Ny et n; > n, il s’ensuit facilement que %, - hi c © ¢ est N-monomiale
modulo Upgge, 1.
Il ne reste donc qu'a vérifier que [A '8¢ o @c]'/® I'est aussi. C'est immédiat si C est de type 0, car
alors 6¢ = 1. Sinon, A # 0 et pour tout a € S¢ nous avons d’apres (1.18)
/1—16(? opcla) = g~ No(Mi+v(No)) diVO
C
Comme Nj est multiple de eyN, [A"15¢o (pc]” ¢ est donc N-monomiale, et a fortiori N-monomiale
modulo Ugge, 1.

1.3.5 Applications

K désigne toujours un corps p-adiquement clos fixé, R son anneau de valuation et Z son groupe
de valeurs.

On sait depuis [Cluckers, 2001] que deux ensembles semi-algébriques sur K, infinis, sont en bi-
jection semi-algébrique si et seulement s’ils ont la méme dimension. Plus généralement les résultats
de [Cluckers, 2003] montrent qu’il ne saurait exister d’invariant jouant dans le domaine p-adique un
role analogue a celui de la caractéristique d’Euler-Poincaré dans le domaine réel. Aucune applica-
tion de la triangulation p-adique n’est donc a attendre dans cette direction. On peut toutefois se de-
mander ce qu’elle apporte a la classification des ensembles semi-algébriques a homéomorphismes
semi-algébriques pres. Pas grand chose pour l'instant, car la classification des simplexes p-adiques
a homéomorphismes semi-algébriques prés est elle-méme encore a faire. Mais elle nous renseigne
déja sur le nombre de classes d’homéomorphismes.

Théoréme 1.3.11. Le nombre de classes d’ensembles semi-algébriques sur K a isomorphismes semi-
algébriques pres est au plus égal au cardinal de Z.

Démonstration. Les complexes simpliciaux sont définis comme pré-images des simplexes discrets
par la valuations. Il y a donc autant de complexes simpliciaux p-adiques que discrets, et leur
nombre est bien str égal au cardinal de Z. Or la triangulation p-adique ramene les ensembles semi-
algébriques sur K a des complexes simpliciaux. U

Dans le méme ordre d’'idée on sait que le nombre de « trous » d'une surface réelle est un invariant
topologique essentiel, qui disparait dans le cas p-adique. En effet tout ensemble semi-algébrique
X < K™ non vide peut étre dit « semi-algébriquement contractile », au sens o1 il existe une fonction
semi-algébrique continue H: X x R — X et un point a € X tels que H(x,1) = x et H(x,0) = a. Cette
définition est calquée sur celle de la géométrie réelle, en remplacant l'intervalle [0, 1] par la boule
unité de K, autrement dit R. Or elle peut toujours étre vérifiée, en prenant pour a un point quelconque
de X et en posant H(x, t) = x si t est inversible, et H(x, t) = a sinon.

Rappelons qu'une rétraction d'un espace topologique X sur une partie Y est une application
continue 0 : X — Y dontla restriction a Y est I'identité. Si X est séparé (Hausdorff) 'existence d'une
telle rétraction nécessite que Y soit fermé dans X. La présence de trous, détectés par homotopie,
dans un ensemble semi-algébrique réel X peut faire obstruction a I’existence de rétractions. Dans le
cas p-adique, I'absence de trous au sens ci-dessus fait tomber cette obstruction, mais ne montre pas
pour autant que des rétractions existent effectivement. C’est 1a que la triangulation p-adique inter-
vient.
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Théoréme 1.3.12 (Rétraction). SoientY < X < K™ des ensembles semi-algébriques non vides. Si Y est
fermé dans X, il existe une rétraction semi-algébriqueo : X — Y.

Esquisse de démonstration. La triangulation p-adique rameéne essentiellement au cas d'un simplexe
X et d’'une face propre Y = F;(X). On prend alors o = 77 (voir le point[l]de la proposition[1.2.3).

Remarque 1.3.13. Par d’autres méthodes, un résultat trés voisin a été obtenu indépendamment
dans [Cluckers et Martin, 2018], aussi bien pour les ensembles semi-algébriques que pour les sous-
analytiques. Toutefois celui-ci ne donne I'existence que d’une rétraction définissable de K" sur Y.
Par restriction cela fournit une rétraction de X sur Y, si X est fermé dans K™. J'ignore a ce jour si
cette derniere condition peut étre éliminée de [Cluckers et Martin, 2018] pour retrouver exactement

le théoréme

Le résultat suivant peut sembler plus trivial, si 'on en juge a partir de son analogue réel (qui
ne nécessite aucunement la triangulation). Mais le cas p-adique est nettement plus compliqué, car
considérer | f| fait perdre beaucoup plus d’informations sur f que dans le cas réel.

Théoréme 1.3.14 (Relevement). Si une fonction f: X € K" — K est semi-algébrique et si | f| est conti-
nue, il existe une application h : X — K semi-algébrique et continue telle que| f| = | h|.

Lapplication qui suit est beaucoup plus surprenante, dans la mesure ol elle ne ressemble a rien
de connu dans le cas réel. En effet les X; donnés par la conclusion sont ouverts-fermés dans X, non
vides et deux a deux disjoints. On peut donc voir la propriété énoncée par ce théoréme de découpage
comme une forme particulierement poussée de non connexité. Comme il a été dit dans I'introduc-
tion, c’est]’étude de la théorie des modeles des treillis échelonnés et des algebres co-Heyting entamée
dans [Darniére, 2004] (et présentée dans la seconde partie de ce mémoire) qui m’a conduit a conjec-
turer cette propriété que, semble-t-il, personne n’avait soupconnée jusque la. En outre elle joue aussi
un rodle décisif dans I’étape de récurrence de la démonstration du théoreme de triangulation p-adique
(voir notamment la section|1.3.2).

Théoréme 1.3.15 (Découpage). Soit X < K™ un ensemble semi-algébrique non vide, relativement ou-
vert, sans point isolé. Soient Y1,..., Y, des fermés semi-algébriques tels que Y, U---U Y; = 0X. Il existe
une partition de X en morceaux semi-algébriques X, ..., X non vides, telle que 0 X} = Yy pour chaque
kell,s].

Esquisse de démonstration. La triangulation ramene essentiellement au cas ot X est un simplexe
p-adique dans DMRY, et les ¥; des unions de faces strictes de X. Soit Y la facette de X. L'un au moins
des Y; contiennent Y. Pour faire simple, supposons qu’ils contiennent tous Y, donc que chaque Yy =
84X =Y. Soit i € [1,m] un élément du support de X qui n’appartienne pas au support de Y. Il suffit
de poser,pour1 < k<s

Vi={xeXlv(x;)=ilsl}.

O

Corollaire 1.3.16. (Continuité large par morceaux) Soit f : X € K™ — K une fonction semi- algebrzque
dont le graphe est borné. Si en tout point de X, f n'a qu'un nombre fini de valeurs llmltes alors il
existe une partition de X en morceaux Xi,..., X sur chacun desquels la restriction de f est largement
continue.

Esquisse de démonstration. Les fonctions semi-algébriques sont continues par morceaux, ce qui ra-
meéne au cas ol f est continue sur X. Les fibres de la projection sur X de 'adhérence du graphe de
f étant toutes finies par hypothese, leur cardinal est borné par un certain nombre s (c’est une consé-
quence de la décomposition cellulaire). Par le théoréme de découpage, on se rameéne ainsi au cas ol

23. Autrement dit, la projection sur K™ de I'adhérence du graphe de f n’a que des fibres finies.
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f aexactement s valeurs limites en chaque point y € 6 X, chacune donné par une fonction I (y) de X
dans K. A I'aide d'une rétraction o : X — dX on peut alors découper X en parties semi-algébriques
non vides X, ..., X, chaque Xj étant formée des points x € X pour lesquels f(x) est plus proche de
I (0(x)) que de tous les autres [ j(0(x)), et montrer que [ estlargement continue sur chaque X;. U

Notons que, contrairement au théoréme la propriété énoncée par le corollaire est
aussi valable si K est un corps réel-clos. En effet, par triangulation on se rameéne alors au cas ot X est
un simplexe S sur lequel f est continue, et dans ce cas on peut méme conclure que f est largement
continue sur S. En effet tout point b de S admet une base % de voisinages dont les intersections avec
S sont définissablement connexes. Aussi petit que soit un tel voisinage U € % de b, I'image de UN S
par f est donc (par continuité de f sur S) une partie définissablement connexe de K, autrement dit
un intervalle. Lintersection des adhérences des f(U n S), quand U décrit %, est donc un intervalle
fermé I;,. Or cette intersection est formée par construction de 'ensemble S;, de toutes les valeurs
d’adhérences de f en b. Comme cet ensemble est fini par hypothese, 'intervalle I;, = S, est réduit a
un point, et f admet donc en b un prolongement par continuité.

Dans le cas p-adique en revanche, une fonction peut parfaitement étre continue sur un simplexe
p-adique et posséder plusieurs valeurs limites distinctes en chaque point de sa frontiere : il suffit
de considérer sur S = DlZp \ {0} la fonction f(x) = (-1)™). Le corollaireapparait ici comme
optimal, méme sur un simplexe.

1.4 P-minimalité versus p-optimalité

Le théoreme|[1.1.4]de décomposition cellulaire et de préparation des fonctions semi-algébriques
de Denef a été étendu dans [Cluckers, 2004] aux ensembles et fonctions sous-analytiques. Ces deux
structures, semi-algébrique et sous-analytique, sont les exemples les plus importants connus a ce
jour de structure P-minimale (que j'appellerai aussi fortement p-minimale). On nomme ainsi les
structures £ = (K,---) enrichissant un corps p-adiquement clos K, telle que pour toute structure
élémentairement équivalente £ * = (K*,...) les seules parties définissables de K* soient les parties
semi-algébriques. Si cette condition est vérifiée simplement par £ (quoiqu’il en soit des structures
élémentairement équivalentes) je dirais que £ est p-minimale.

La définition de la p-minimalité est calquée sur celle de la o-minimalité, en remplacant
«réel clos» par « p-adiquement clos ». Toutefois, contrairement a ce qui se passe dans le cas
réel, la présence de fonctions de Skolem définissables n'est pas automatique dans une structure
p-minimale, ce qui ne permet pas d’en déduire la P-minimalité. Pire encore, méme pour les corps
P-minimaux l'existence de fonctions de Skolem n’est pas garantie, comme il a été démontré dans
[Cubides Kovacsics et Nguyen, 2017]]. Or on sait par [Mourgues, 2000] que I'existence de telles fonc-
tions est équivalente, pour un corps P-adiquement clos, a celle d'une décomposition cellulaire sem-
blable a celle de Denef. On ne peut donc pas espérer généraliser cette décomposition cellulaire, ni a
fortiorila triangulation p-adique, a tous les corps P-minimaux. La notion un peu plus forte de struc-
ture « p-optimale » (voir plus loin) apporte une solution a ce probleme.

Néanmoins les ensembles définissables sur les corps P-minimaux possedent nombre de proprié-
tés remarquables, et en particulier une belle théorie de la dimension, qui montre que leur topologie
est modérée (« tame »). Rappelons que pour toute partie I de [1,m] a r éléments i; < --- < i, on note
. K™ — K" la projection définie par

ﬂ[:(X],u-yxm)'_’ (xil;n-»xir)'

Par exemple 74 projette K™ sur I'unique point de K° = {@}. Pour toute partie non vide S € K™, la
dimension de S est alors le nombre

dim S = max{Card(I) | 7;(S) est d’intérieur non vide dans K }.

On a donc dimS > 0 pour toute partie non vide, et on convient que dim@ = -—oo.
[Haskell et Macpherson, 1997] démontrent parmi beaucoup d’autres choses les résultats suivants.
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(HM;) dimA; U---U A, = max(dim Ay,...,dim A;), pour tous A,..., A, € K™ définissables.

(HMz) dim X\ (f) < m, pour toute fonction définissable f de X < K" dans K (resp. dans |K]),
ou € (f) désigne I'ensemble des points de continuité de f.

IIs laissent néanmoins ouvertes un certain nombre de questions, notamment celle de savoir si
dim X\¥4(f) < dim X pour toute fonction définissable f : X € K" — K, et surtout sil existe une forme
de décomposition cellulaire (éventuellement plus faible que celle de Denef) valable dans tout corps
P-minimal. Ce sont ces questions qui sont abordées maintenant.

Remarque 1.4.1. D’autres tentatives de décompositions cellulaires sur les corps P-minimaux, inspi-
rées de celle de Denef mais plus faibles, ont aussi été étudiées indépendamment par d’autres auteurs,
en particulier [Cubides-Kovacsics et Leenknegt, 2016].

1.4.1 Corps P-minimaux et décomposition t-cellulaire

Dans cette partie on considere un corps P-minimal £ = (K, ---) fixé. Les résultats présentés ici ont
été obtenus avec Pablo Cubides-Kovacsiks et Eva Leenknegt dans |[Cubides-Kovacsics et al., 2017]. En
s’'inspirant de [Mathews, 1995], voire tout simplement de [Bochnak et al., 1998], nous avons appelé
cellule topologique, en abrégé t-cellule, toute partie C = K™ pour laquelle au moins 'une des pro-
jections mry pour I € [1, m] induit par restriction un homéomorphisme de C sur un ouvert non vide.

11 s’agit bien sGir d'une notion de cellule beaucoup plus faible que celle de Denef : par exemple
tout ouvert non vide de K’ est une t-cellule. Une décomposition t-cellulaire d'une partie X < K™
est une partition finie de X en t-cellules. Nous la qualifierons de bonne si de plus chaque t-cellule
de la décomposition est soit ouverte dans X, soit d’'intérieur vide dans X. Le principal résultat de
[Cubides-Kovacsics et al., 2017] est que tout ensemble définissable sur K admet une décomposition
t-cellulaire, plus précisément :

Théoréme 1.4.2. Soit f: X < K — K" une fonction définissable. Il existe une bonne décomposition
t-cellulaire 6 de X telle que la restriction de f a chaque cellule C de € soit continue.

Pour toute partie A € K™ définissable, on notera L(A) le treillis des parties définissables de A
fermées dans A. Le rang de A pour l'ordre fort (cf. annexe est défini ainsi : D(A) = —oco si A = @,
sinon

D(A) = max{d € N |3By,..., By € L(A), @ # By < --- < By}

Du fait que la théorie de £ satisfait le lemme de I'échange [Haskell et Macpherson, 1997, Corol-
lary 6.2], de quelques arguments généraux pris dans |[Mathews, 1995, Theorem 8.8] et du théo-
réme de décomposition t-cellulaire on déduit ce qui suit.

Corollaire 1.4.3. Pour tout ensemble définissable A< K™, dim A = D(A).
Il est alors facile de montrer le résultat suivant.
Lemme 1.4.4 (du petit bord). Pour tout ensemble définissable non vide A< K™, dim A\ A < dim A.

Démonstration. On sait que dim A = max(dim A, dim A\ A) par (HM,). Il suffit donc de montrer que
dim A\ A <dim A. Or A\ A est d’intérieur vide dans A, donc A\ A « A, ce qui entraine que D(A\ A) <
D(A), etdonc dim A\ A < dim A par le corollaire |

Le lemme du petit bord, méme s’il découle directement de la décomposition t-cellulaire, fournit
la clé qui manquait a [Haskell et Macpherson, 1997] pour construire une bonne théorie locale de la
dimension, que nous présentons maintenant. Etant donné un ensemble définissable A < K™ et un
point x € A, la dimension locale de A en x est déﬁnie par

dim(A, x) = min{dim An B | B boule de K" contenant x}.

24. Cette définition est empruntée a [Bochnak et al., 1998].
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Par convention dim(A4, x) = —oo si x ¢ A. Lensemble A est de pure dimension d si dim(A,a) = d en
tout point a € A. Enfin on pose

Cr(A) ={ac Aldim(A,a) = k} n A.
De (HM;) et du lemme du petit bord on déduit assez facilement les propriétés suivantes.

Proposition 1.4.5. Soient Z < A< K™ des ensembles définissables et k € N.
1. SiCy(A) # @ il est de pure dimension k. C’est la plus grande partie de A de pure dimension k.
2. dim Cr(A)\ Ul;ék Ci(A) < k.

3. Z est d'intérieur vide dans A si et seulement si dim Z n C;(A) < I pour tout ] € N.

En application, on obtient les deux autres résultats principaux de [Cubides-Kovacsics et al., 2017],
dont le second répondait a une question posée dans [Haskell et Macpherson, 1997]. Tous deux illus-
trent le caractere modéré de la topologie des ensembles et fonctions définissables sur un corps
P-minimal.

Théoréeme 1.4.6. Soient Ay,..., A, S A des parties définissables de K'™. Si Ay U---U A, est d'intérieur
non vide dans A alors au moins l'un des A; est d'intérieur non vide dans A.

Démonstration. D’apres la proposition[1.4.5] si Z := AjuU---U A, est d’intérieur non vide dans A alors
dim Z n Cr(A) = k pour au moins un entier k. Mais alors d’apres (HM;), dim A; n Cr(A) = k pour au
moins un indice i, et donc A; est d'intérieur non vide dans A d’aprés la proposition|1.4.5 ]

Théoreme 1.4.7. Toute application définissable f : X < K" — K" (resp. |K|") est continue sur une
partie définissable U dense et ouverte dans X. En conséquence dim X \ € (f) < dim X.

Démonstration. Le théoreme donne une bonne décomposition t-cellulaire ¢ de X en cellules
C sur chacune desquelles la restriction de f est continue. Soit U 'union de toutes les cellules C € €
ouvertes dans X. La fonction f est continue sur U, et X \ U est réunion de t-cellules qui, parce que €
est une bonne décomposition, sont chacune d’intérieur vide dans X. D’apres le théoreme[1.4.6) X\ U
est donc d’intérieur vide dans X. Autrement dit U est dense dans X, et donc dim X \ U < dim X parle
lemme du petit bord. Le fait que dim X \ € (f) < dim X en découle puisque U < 6 (f). ]

1.4.2 Corps p-optimaux, décomposition cellulaire et classification

Les corps p-optimaux introduits dans [Darniére et Halpuczok, 2017] devaient initialement servir
de cadre axiomatique a la triangulation p-adique. Cela n’a pas pu se faire (cela se fera peut-étre un
jour...), mais ils demeurent une bonne alternative a la P-minimalité, s’il s’agit d’inscrire dans un cadre
général tous les résultats de géométrie p-adique dont I'histoire est retracée au début de ce mémoire.
Par rapport a la P-minimalité, la p-optimalité présente les avantages suivants.

1. Sa définition est intrinseque, c’est-a-dire que (contrairement a la P-minimalité) elle ne fait
appel qu'aux propriétés du corps enrichi £ = (K,...) considéré, pas aux structures élémen-
tairement équivalentes, tout en restant suffisante pour impliquer la P-minimalité.

2. Elle est assez naturelle, comme on le verra plus loin, et suffisamment générale pour englober
toutes les structures P-minimales usuelles, non pathologiques, en particulier les structures
semi-algébriques et sous-analytiques.

3. Enfin elle est suffisante pour retrouver tous les résultats usuels de géométrie p-adique, y com-
pris ceux manquants aux structures P-minimales les plus générales : fonctions de Skolem dé-
finissables, donc décomposition cellulaire « a la Denef », mais aussi théoreme de préparation
des fonctions définissables et toutes les conséquences qui s’en suivent, notamment la classi-
fication des ensembles définissables a bijection définissable pres.
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Précisément, un corps p-adiquement clos enrichi £ = (K,...) sera dit quasiment p-optimalE] si
toute partie définissable de K™ est réunion finie de parties 1-basiques de K : celles définies par un
nombre fini de conditions de 'un ou I'autre des types suivants

fx)=0 flePy

ol f est une fonction 1-basique, c’est-a-dire une fonction f(xi,..., x,,) polynomiale en x,, dont les
coefficients sont des fonctions définissables de (xj,...,X,—1) définies sur K. Si les fonctions f
sont polynomiales en les d derniéres variables (avec comme coefficients des fonctions définissables
définies sur K4 tout entier) nous parlerons de fonctions et d’ensembles d-basiques

Le lien avec les ensembles semi-algébriques (voir section[1.1) est assez clair pour que cette notion
de quasi p-optimalité puisse étre qualifiée de « naturelle ». Elle est en tout cas intrinseque, et la carac-
térisation suivante montre qu’elle est a peine plus restrictive que la P-minimalité, et assez générale
pour englober exactement le cadre qui nous intéresse.

Théoréme 1.4.8. Les conditions suivantes sont équivalentes.
1. & est quasiment p-optimal.

2. X est P-minimal et posséde des fonctions de Skolem définissables.

Rappelons que, comme I'a montré [Mourgues, 2009, la seconde condition ci-dessus est néces-
saire et suffisante pour obtenir I’existence d'une décomposition cellulaire « a la Denef». Un théoréme
de préparation des fonctions définissables restait toutefois a démontrer dans ce contexte. Nous y par-
venons au prix d'une petite condition supplémentaire :

(Valeurs Extrémes) Toute fonction définissable et continue, de domaine X € K fermé et borné,
avaleurs dans | K|, est bornée et atteint ses bornes.

Un corps p-optimal est une structure quasiment p-optimale satisfaisant en plusla propriété des va-
leurs extrémes. Nous n’avons pas su la déduire de la quasi p-optimalité, mais c’est de toutes facons
une hypothese fort peu contraignante puisqu’elle est automatiquement vérifiée lorsque K est une
extension finie de @, ou plus généralement si la théorie de % possede un modele réalisé dans une
extension finie de Q) .

La preuve du théoréme de préparation des fonctions définissables sur un corps p-optimal suit le
fil de celle de Denef mais nécessite un ingrédient supplémentaire, donné par le résultat suivant.

Théoréme 1.4.9. Soit £ = (K,...) un corps P-minimal.

1. Si & a la propriété des valeurs extrémes, alors toute partie définissable de K x |K|% est semi-
algébrique.

2. Si & est p-optimal, alors toute partie définissable de K™ x |K|¢ est réunion finie d'ensembles
(d +1)-basiques.

(Cluckers, 2003] a montré que si £ = (K, ...) est P-minimal tous les sous-ensembles définissables
de |K|? sont semi-algébriques. Le théoréme I’étend en une version «relative ».

Les cellules sur un corps p-optimal sont définies comme les cellules semi-algébriques, mais avec
un centre et des bornes définissables. De méme, la notation %, ,(x, t) introduite au début de la sec-
tion[L.3|désigne ici une fonction quelconque définissable (et non plus seulement semi-algébrique) a
valeurs dans Uy, , = U, - (1 + " R).

25. J'appelle ici quasiment p-optimal ce que nous appelions p-optimal dans [Darniere et Halpuczok, 2017, car j'incor-
porerai plus loin a la p-optimalité une condition supplémentaire, qui en était séparée dans |[Darniere et Halpuczok, 2017].

26. Laencore je m'écarte légerement de la terminologie de [Darniere et Halpuczok, 2017|, ot nous appelions d-basiques
les parties définie par une condition f(x) € Px U {0} avec une fonction d-basique. Les réunions finies d’ensembles d-
-basique au sens ci-dessus et les combinaisons booléennes d’ensembles d-basiques, au sens ci-dessus ou au sens de
[Darniere et Halpuczok, 2017, sont de toutes fagons une seule et méme chose.
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Théoréme 1.4.10 (Préparation des fonctions définissables). Soit £ = (K,...) un corps p-optimal.
Soient8y,...,0; :S< K™ — K des fonctions définissables.

Il existe un entier e € N* et, pour tout n € N*, des entiers N, M € N* tels que e|N et M > v(e), et une
partition finie de S en cellules A modulo Qy, ,, sur chacune desquelles, pour 1 < i <r,

0;(x, 1) = Uen(x, 1) h(x) - [A7' (£~ calx))] ¢
oit h: A— K est un fonction semi-algébrique, et a un entier relatif (tous dépendants de i et de A).

Remarque 1.4.11. Le théoreme[1.4.10]avec m = 1 montre en particulier que pour toute fonction dé-
finissable f : A € K — K la fonction |f| est semi-algébrique. La propriété des valeurs extrémes en
découle. Tout corps quasiment p-optimal pour lequel le théoreme de préparation des fonctions défi-
nissables est valide possede donc nécessairement la propriété des valeurs extrémes.

Le théoréme de préparation montre que toute fonction définissable sur un corps p-optimal peut
étre « semi-algébrisée » au sens suivant.

Corollaire 1.4.12. Soit £ = (K,...) un corps p-optimal. Soient 0,,...,0, : S < K™ — K des fonctions
définissables.

Pour tout entier n € N*, il existe un entier e € N*, des fonctions semi-algébriques 0 : ' — K et une
bijection définissable ¢ : S' — S tels que pour tout i € [1,r] et tout x € A,

0;0@(x) =Uen(x)0' (x).

En particulier tout ensemble définissable sur un corps p-optimal est en bijection définissable
avec un ensemble semi-algébrique. Comme les bijections définissables préservent la dimension (sur
un corps P-minimal quelconque, voir [Haskell et Macpherson, 1997]) le résultat suivant découle alors
immédiatement du corollaire[1.4.12]et de [Cluckers, 2001].

Théoréme 1.4.13. Deux ensembles infinis définissables sur un corps p-optimal sont en bijection défi-
nissable si et seulement s’ils ont la méme dimension.



Chapitre 2

Treillis topologiques et anneaux

J’en suis venu a m’intéresser aux treillis enrichis (algebres de Heyting ou co-Heyting, treillis éche-
lonnés, efc) un peu malgré moi et par des chemins détournés. Dans ma thése de doctorat je montrais
comment un théoréme de géométrie arithmétique, dii initialement a [Rumely, 1986] puis largement
généralisé par [Moret-Bailly, 1989] d'une part, [Green et al., 1995] d’autre part, permettait d’axiomati-
ser la théorie complete de la cloture intégrale de Z (resp. I, [T]) dans diverses « grandes » extensions
algébriques de Q (resp. IF,(T)), et ainsi de prouver que ces anneaux avaient une théorie complete
décidable. Cette axiomatisation faisait intervenir une structure auxiliaire, le « treillis résiduel » de ’an-
neau, défini comme suit.

Soit A un anneauE] quelconque, et Specmax A son spectre maximal. Pour toute partie Ay de A
notons J(Ayp) le radical de Jacobson de I'idéal engendré par Ay :

J(Ap) =(){m € Specmax A | Ay < m}.
Sur I'ensemble des parties finies de A, considérons la relation
{a]’n-)am} < {b]»-'-)bn} — ](a1)~-~)am) Qj(bl’-«-’bn)'

Ce préordre est une variante d'un cas particulier de la notion de «relation radicale », introduite dans
[Prestel et Schmid, 1990] pour axiomatiser I’anneau de tous les entiers algébriques (autrement dit la
cloture intégrale de Z dans une cloture algébrique de Q). L'idée était d’ailleurs déja présente dans
[van den Dries, 1988]. Cette relation radicale particuliére est le plus souvent définissable dans A, et
I'ordre quotient, noté L;,4(A), est donc interprétable dans A. Dans tous les cas L;;q4(A) est un treillis
distributif, que j'appelle le treillis résiduel de A. Pour la plupart des anneaux issus de la géométrie ou
de I'arithmétique, L;,4(A) posséde en fait une structure plus riche que celle de treillis : c’est au moins
une « algebre co-Heyting » (voir plus loin).
J’étudiais dans ma these les anneaux integres A satisfaisant la propriété suivante.

LGPH Pour toute variété V définie sur le corps des fractions de A et géométriquement irréduc-
tible, si V possede un point lisse dans le hensélisé de tout anneau de valuation centré sur un
idéal maximal de A, alors V possede un point dans A.

Bien que cette propriété ne semble pas du tout du premier ordre, je montrais que la classe des an-
neaux satisfaisant le LGPH et dont le treillis résiduel était «localement complémenté » (voir plus loin),
était élémentaire. Cette condition supplémentaire n’était pas contraignante dans la mesure ou tous
les anneaux connus pour satisfaire le LGPH sont de dimension 0 ou 1, ce qui entraine automatique-
ment que leur treillis résiduel est localement complémenté, mais il était tout de méme agacant de
ne pas réussir a s’en passer pour axiomatiser le LGPH. Le reste de mon travail consistait pour I'es-
sentiel a montrer que, sous des hypotheses tres générales, la théorie compléte d'un tel anneau A se
ramene a celle de ses fibres (les hensélisés des localisés de A par ses idéaux maximaux) et a celle de

1. Dans ce mémoire le terme « anneau » signifie toujours « anneau commutatif unitaire ».
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son treillis résiduel, puis a appliquer ce résultat a divers anneaux entiers sur Z et I' , [ T]. ]’en déduisais
que les théories complétes de ces anneaux étaient décidables, modeéle-complétes, voire éliminaient
les quantificateurs dans certains langages (voir 'annexe[2), a condition notamment que les théories
de leurs treillis résiduels aient aussi ces propriétés.

Il devenait alors nécessaire, pour déterminer les propriétés modele-théoriques d’anneaux satis-
faisantle LGPH, mais aussi d’autres anneaux pour lesquels le treillis résiduel pouvait jouer un role im-
portant, de mieux connaitre les théories d’algebres co-Heyting, et particulierement celles admettant
une modele-complétion. Une fois rappelées les définitions générales dans la section[2.1} ce chapitre
présente les résultats de cette étude regroupés comme suit.

1. Anneaux de fonctions définissables continues (sectiori2.). Soit £ une structure enrichis-
sant un corps ordonné (K,<) ou valué (K,v). Pour tout ensemble définissable X < K",
soit €(X) l'anneau des fonctions définissables continues de X dans K. Sous des hypo-
theses extrémement générales sur la structure £ et la géométrie de X, en particulier
quand £ est o-minimale, P-minimale ou que K est un corps local, nous montrons dans
[Darniere et Tressl, 2019] que 'anneau 7 est interprétable, voire définissable dans €' (X). En
application nous obtenons par exemple que méme si K est une extension élémentaire (stricte)
de R ou @), le plongement naturel de € (R") (resp. € (RQ})) dans € (K") nest pas un plonge-
ment élémentaire si n > 2 (resp. n > 1).

2. Treillis échelonnés (section . Le treillis résiduel de 'anneau ¥¢(X) est le plus souvent
isomorphe au treillis L(X) des parties définissables fermées dans X. C’est un exemple ty-
pique de treillis n-échelonné, pour n = dim X. Depuis [Grzegorczyk, 1951] sa théorie com-
plete est connue pour étre indécidable dans le cas réel ou algébriquement clos, des que
dim X > 2. Dans [Darniére, 2019a] j'ai montré, entre autres choses, que la théorie des treillis
n-échelonnés atomiques avait cependant une modele-complétion T},. En outre T}, est locale-
ment finie, ce qui permet de classer facilement ses modeéles a équivalence élémentaire pres.
Laxiomatisation de T, repose principalement sur une propriété de découpage des fermés.
Or la triangulation p-adique montre que si K est p-adiquement clos, ce découpage est pos-
sible pour les fermés semi-algébriques dans K" (voir chapitre [1} théoreme [1.3.15). Dans ce
cas L(K™) est donc un modele de Ty, ce qui permet de montrer que sa théorie compléte est
décidable, contrairement au cas réel clos. Je montre en particulier que la théorie complete
de L(K"™) ne dépend que de n, pas du corps p-adiquement clos K considéré, ni méme (!) du
nombre premier p.

3. Algebres co-Heyting (section[2.4). Dans [Darniére et Junker, 2018|, nous introduisons une no-
tion de dimension et de co-dimension pour les éléments d'une algebre co-Heyting L, direc-
tement inspirées de celles de la géométrie via la dualité de Stone. Nous montrons comment
la co-dimension permet de définir une pseudo-métrique sur L, dont nous étudions la com-
plétion L (au sens usuel, des suites de Cauchy). Nous montrons par exemple que toute suite
monotone et bornée dans L est convergente, et que L coincide avec la limite projective des
quotients de L de dimension finie. Dans le cas oi1 L est pré-compacte, L est aussi la complé-
tion profinie de L. Enfin nous généralisons aux algebres co-Heyting pré-compactes nombre
de propriétés connues seulement pour les algébres co-Heyting de présentation finie, en parti-
culier celles concernant leurs éléments irréductibles.

Dans [Darniere et Junker, 2010] nous reprenons la construction de [Bellissima, 1986] pour en
dégager quelques résultats nouveaux sur 'algebre co-Heyting libre a n générateurs %,. En
particulier nous montrons que %, posséde un unique n-uplet de générateurs, définissable
dans &,, ce qui montre que son groupe d’automorphisme n’est autre que le groupe symé-
trique.

Enfin, on sait depuis |Ghilardi et Zawadowski, 1997| qu’il existe exactement huit variétés d’al-
gebres co-Heyting admettant une modele-complétion. Pour les six d’entre elles qui sont lo-
calement finies nous redémontrons ce résultat dans |[Darniére et Junker, 2018] par une mé-
thode totalement différente, basée sur la théorie des modéles et sur une intuition géométrique
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inspirée des treillis échelonnés. Cette méthode fournit de ces modele-complétions une com-
préhension plus intuitive, basée sur une axiomatisation finie qui leur faisait défaut jusque la.
Le cas des deux derniéres variétés a résisté plus longtemps, mais est finalement résolu dans
[Darniere, 2018].

2.1 Prérequis

Rappelons qu’un treillis est un ensemble L muni d'un ordre partiel pour lequel toute partie finie
posséde une borne supérieure et une borne inférieure dans L. Appliquée a la partie vide, cette défi-
nition implique que L posseéde un plus grand élément 1 et un plus petit élément 0. On note a Vv b la
borne supérieure de {a, b}, et a A b sa borne inférieure. Le treillis est distributif si les lois v et A sont
distributives I'une sur I'autre.

2.1.1 Dualité de Stone et complémentations partielles

Lensemble des filtres premiers d'un treillis distributif L est noté Spec' L. Il est muni de la topologie
de Zariski, définie en prenant comme base de fermés les parties

PT(a):{pESpeCTLIaEp}

ot a € L. Comme P'(av b) = P'(@)uP'(b) et P'(anb) =Pl(a)n P!(b), I'application P! de L vers
I'ensemble 2 (Spec! L) des parties de Spec! L induit un isomorphisme de treillis de L sur son image.
On peut donc retrouver le treillis a partir de son spectre : une partie de Spec! L est dans I'image de P!
si et seulement si son complémentaire est un ouvert quasi-compact. En outre cette correspondance
entre treillis et spectre est fonctorielle, ce qui établit une équivalence de catégories entre treillis et
espaces spectraux appelée « dualité de Stone ».

Remarque 2.1.1. Dans son article fondateur, [Hochster, 1969] caractérise les espaces topologiques
homéomorphes a des spectres d’anneaux. Il ressort de cette caractérisation que ces espaces, appelés
depuis « espaces spectraux » sont exactement les mémes que les spectres de treillis.

Un treillis est localement complémenté si
Va,b[b<a#1=13c, Pl(@)\P'(b)=P'(0)].

Par la dualité de Stone, L est localement complémenté si et seulement si pour tout a € L\ {1}, le treillis
des éléments inférieurs ou égaux a a est une algebre de Boole. Du point de vue de la théorie des
treillis ils n’apportent donc pas grand chose, car leur théorie est essentiellement la méme que celle des
algebres de Boole. Cependant ils occupaient une place centrale dans ma these puisque tout anneau
A entier sur Z ou sur I, [T], ainsi que de tout localisé de A, posséde un treillis résiduel localement
complémenté.

Plus généraux, et beaucoup plus étudiés, sont les treillis topologiquement complémentés pour
lesquels

Ya,b3c, P'(a)\ P! (b) = P'(c).

Par la dualité de Stone, L est topologiquement complémenté si et seulement si pour tous a,b € L, il
existe un élément de L, noté a— b, tel que

a-b=inf{ceL|a<bvc}.

Les treillis localement complémentés en sont un cas (tres) particulier. Un exemple beaucoup plus
typique de treillis topologiquement complémenté est celui des fermés d'un espace topologique, avec
I'opération supplémentaire

A-B=A\B.
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On appelle algebres de Heyting les treillis distributifs L dans lesquels, pour tous a, b € L, il existe
un élément, noté b — a, tel que

b—a=sup{xeL|cAb< a}.

ATévidence, il s’agit 1a des treillis dont 'opposé L°P est topologiquement complémenté. Pour cette
raison les treillis topologiquement complémenté sont plus souvent appelés algebres co-Heyting,
bien que cette terminologie soit beaucoup moins parlante.

Les algebres de Heyting ont surtout été étudiées en lien avec la logique intuitionniste, car elles
sont aussi les modeéles algébriques du calcul propositionnel intuitionniste (comme les algebres de
Boole sont les modeéles algébriques du calcul propositionnel classique), voir plus loin.

2.1.2 Dimension, co-dimension

La dualité de Stone suggere, par analogie avec les spectres d’anneaux de la géométrie algébrique,
de définir comme suit la dimension et la co-dimension d’'un élément a d’un treillis distributif L. On
convient que dimy 0 = —oo, codim; 0 = +o0, etsia #0

dima = sup {co-rgp |p € P'(a)} codima =inf{rgp|p e P'(a)}

oi1 le rang (resp. le co-rang) de p est simplement son rang de fondation dans Spec' L, pour I'ordre
d’inclusion (resp. pour l'ordre inverse). Quand elles sont définies, ces grandeurs sont des ordinaux.
Mais on peut se limiter aux valeurs finies et convenir que dim a = +oo dés que dim a > Xy. Autrement
dit, pour tout entier d € N,

dima>d < 3pePl(a),Ipsc---cprcpi €Spec' L pcpa,
codima >d < Vpe P'(a), Ipy>--->p2>p1 € Spec' L, p > pa.
Enfin on pose dim L = dim1.

Exemple 2.1.2. Si V est une variété algébrique (au sens le plus naif, c’est-a-dire un fermé de Za-
riski dans I'espace affine K" sur un corps algébriquement clos K, voire un corps infini quelconque),
et si L(V) est 'ensemble de ses sous-variétés alors pour tout A € L(V), la dimension de A et la co-
dimension de A dans V au sens usuel de la géométrie algébrique, coincident avec sa dimension et sa
co-dimension dans L(V) au sens ci-dessus. En particulier dim L(V) =dim V.

Exemple 2.1.3. Soit £ = (K,...) une structure dp-minimale sur un corps K, non fortement mini-
male, qui le munit d'une topologie (typiquement £ est une structure C-minimale, o-minimale ou
P-minimale). X € K" est une partie définissable, et L(X) est '’ensemble des parties définissables fer-
mées dans X. Pour tout A € L(X) la dimension de A etla co-dimension de A dans V au sens usuel des
structures dp-minimales (voir la section pour le cas P-minimal, [Simon et Walsberg, 2018] pour
sa généralisation aux dp-minimaux) coincident avec sa dimension et sa co-dimension dans L(X) au
sens ci-dessus. En particulier dim L(X) = dim X.

Toujours par analogie avec les espaces topologiques généraux, I'ordre fort est défini par
b<a < P'(b)cPl(a)\ P (D).

Autrement dit b < a si et seulement si P (b) <« P'(a). Notons que c’est un ordre strict sur L\ {0} mais
pas sur L puisque 0 « 0. L'ordre fort est définissable. :

b<a < V¢, (a<bvc=>b<c).
Si on se limite aux algébres co-Heyting, il est méme définissable sans quanteur :
b<a< b<a-b.

Enrevanche la dimension ou la co-dimension d ne sont pas a priori des propriétés définissables dans
un treillis distributif L, mais le deviennent si on se restreint aux algebres co-Heyting, grace au résultat
suivant.
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Proposition 2.1.4 ([Darniere et Junker, 2011, Theorem 3.8]). Soit L une algebre co-Heyting. Pour tout
ac€Lettoutde N

dima>d < 3Jay,...,a € L\ {0}, a; <--- < ay < a,

VoV

codima > d < 3ay,...,a; € L\ {0}, a< ag < < ay.

Remarque 2.1.5. [Hosoi, 1967] introduit une notion de tranches («slices ») #; pour les algébres de
Heyting. En prenant I'ordre opposé, .#; est la classe d’algebres co-Heyting axiomatisée par I'unique
équation Py =0, ol (Py(x1,...,Xn))nen estla suite de termes définie par récurrence en posant Py =1
et, pour tout entier 7,

Pyi1=(Pp—Xp+1) A Xpt1.

<, estdonc une variété d’algebres co-Heyting, et il n’est pas difficile de montrer que c’est exactement
la classe des algebres co-Heyting de dimension < d.

2.1.3 Calcul propositionnel intuitionniste et modeles de Kripke

Les formules du calcul propositionnel intuitionniste sont construites suivant les regles usuelles
a partir des variables propositionnelles, des constantes L, T et des seuls connecteurs logiques V,
A, —. Ce sont donc aussi bien des termes du langage des algebres de Heyting, en identifiant L et
T a 0 et 1 respectivement. En outre les algébres de Heyting sont les modeéles algébriques du calcul
propositionnel intuitionniste, au sens ot : une formule ¢(x) en n variables du calcul propositionnel
intuitionniste est une tautologie si et seulement pour toute algebre de Heyting H et tout a € H",
@la)=1.

Remarque 2.1.6. Les variétés d’algebres de Heyting sont les classes élémentaires axiomatisées par
des équations, qu’on peut toujours écrire sous la forme ¢(x) = 1. Elles sont donc en correspondance
bi-univoques avec les logiques super-intuitionnistes, obtenues en rajoutant de nouvelles tautologies
(ici par exemple @(x)) a la logique intuitionniste. Toutes les logiques intermédiaires entre la logique
classique et la logique intuitionniste sont de ce type.

Propriété 2.1.7 (du modele fini). Si une formule @(x) en n variables du calcul propositionnel intui-
tionnisten’est pas une tautologie, alors on peut trouver une algebre de Heyting H finie telle que ¢(a) # 1
pour au moinsun a € H".

En renversant l'ordre, la propriété du modéle fini indique que pour tout terme #(x) des algebres
co-Heyting, si t(a) # 0 pour un certain n-uplet a d’'une algebre co-Heyting L, alors il existe une algebre
co-Heyting finie L telle que t(ap) # 0 pour un certain ag € Lg.

Une autre facon classique de tester la validité d’'une formule en rn variables du calcul proposi-
tionnel intuitionniste est d’utiliser les modéles de Kripke en »n variables. Il s’agit d'un triplet £ =
(K,<,val) ou (K, <) est ensemble ordonné, et val : £ — Z({1,...,n}) une application décroissante
(ou croissante, selon les auteurs), ¢’est-a-dire que val(w’) 2 val(w) pour tous @’ < w € K. En tout point
w € K la validité d'une formule ¢(x1, ..., x,), notée w |= ¢, est définie par récurrence.

— wlElLletw=T.

— Pourl<i<nwkEx < ievalw).

— wlE@VY (tesp. p AY) <= w =@ ou (resp. et) w = y.

— wEF@p—vY = Yo' <w,sio Fpalorsw =Fy.

Il s’ensuit, par une récurrence immédiate, que si une formule ¢ est valide en un point w alors elle est
aussi valide en tout point w’ < w. Autrement dit 'ensemble

[l ={weK|wkE ¢}

est une partie décroissante de K. Lensemble @' (%) des parties décroissantes de K est une algebre
de HeytingE] engendrée par les [x;] pour 1 < i < n. On peut montrer que toute algebre de Heyting

2. En effet 6} (%) est aussi I'ensemble des ouverts d’une topologie sur %.
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finie est de ce type. Inversement, si .£ est fini, on peut le reconstruire a partir du spectre de o\ ()
et des générateurs [x1],..., [x,]. On peut montrer que tout modele de Kripke fini réduit, c’est-a-dire
dont deux points distincts ne satisfont jamais exactement les mémes formules, est de ce type.

On a donc une dualité parfaite entre algébres de Heyting finies engendrées par n éléments et
modeles de Kripke finis, réduits, en n variables. En particulier, par la propriété du modele fini,
une formule du calcul propositionnel intuitionniste est une tautologie si et seulement si elle est valide
en tout point de tout modele de Kripke fini.

2.2 Anneaux de fonctions définissables continues

Dans cette partie je considere un corps K fixé, et je note & :

— Vlintervalle [-1;1] d'un ordre total < sur K, ou;

— l'anneau d’une valuation non triviale v sur K.
Dans les deux cas (K,0) est un corps topologique. Lensemble G* des éléments u € K™ tels que u
et u~! € @ est un sous-groupe multiplicatif de K*, et je note .4 = @ \ ©@*. Plus généralement, soit
& =(K,0,...) une structure enrichie dans un langage £ contenant £,n, U{0}, olt £Lann estle langage
des anneaux. Je supposerai vérifiée I'hypothese suivante.

(DiscFin) Toute partie de K définissable, discrete, fermée et bornée est finie.

C’est bien évidemment le cas si & est compact, mais aussi si £ est o-minimale, P-minimale
ou C-minimale, et plus généralement si £ est dp-minimale non fortement minimale, ainsi
que dans de trés nombreux autres cas, voir [van den Dries, 1998|, [Haskell et Macpherson, 1997],
[Haskell et Macpherson, 1994, pour les cas «o/ P/C-minimaux », [Simon, 2011] et [Jahnke et al., 2017]
pour les dp-minimaux, ou encore [van den Dries, 1989] pour les corps valués henséliens de caracté-
ristique nulle.

Je note ¥ (X) 'anneau des fonctions continues de X < K" dans K, et (X, Y) le sous-ensemble
de celles a valeurs dans Y < K. Pour un point pg € X, je note 6),(X,Y) I'ensemble des fonctions
fe€(X,Y) telles que f(pp) € Y. Selon les cas je prendrai pour Y 'anneau 7, ou ’ensemble

72 = {Tk | ke Z}
pour un certain 7 € 4 \ {0}. Enfin € (X) est muni de la ZLann U {%B}-structure définie par
B={se€(X)|Vxe X, s(x)€0}.

Lemme 2.2.1. Pour toute formule ¢(y) de Lann (resp. Lann U O) en k variables et sans parametre, il
existe une formule [p1(y, z2) de Lann (resp. Lann U{9B}) en k + 1 variables et sans parametre, telle que
pour toutes f € €(X)* et s € €(X)

(€(X),B) = 9l(f,5) <> Yaes '({0}), (K,0) E ¢(f(a).

Remarque 2.2.2. En particulier 28 est définissable dans 'anneau € (X) chaque fois que € 'est dans
le corps K. C’est le cas notamment quand K est :

— (Q muni de son ordre (par le théoreme des quatre carrés);

— un corps réel clos ou p-adiquement clos;

— un corps valué de séries de Laurent en une variable;

— un corps valué dp-minimal non algébriquement clos;

— et pour bien d’autres corps valués, voir [Fehm et Jahnke, 2017].
En revanche ce n’est évidemment jamais le cas si K est algébriquement clos.

Le résultat principal de [Darniere et Tressl, 2019] est que, sous des hypothéses extrémement gé-
nérales sur £ et X,’anneau Z est interprétable dans (¢ (X), 2). Il est donc directement interprétable
dans € (X) chaque fois que 98 lui-méme est définissable dans cet anneau. La seule hypothese sur £



2.2 — Anneaux de fonctions définissables continues 39

est (DiscFin), et on suppose en outre que X est « radiante » en au moins un point py. Cette derniere
condition est de nature topologico-géométrique. Intuitivement, elle signifie que I'on peut approcher
po dans X par un nombre arbitrairement grand de chemins disjoints.

Plus précisément, j'appelle fonction radiale en un point py de X toute fonction s: X — K défi-
nissable et continue au voisinage de py, qui posséde en py un zéro non isolé. X est radiante en pg
(ou, avec la terminologie de [Darniere et Tressl, 2019], X «a un nombre infini de germe en pg ») si
pour tout entier k > 1 il existe des fonctions radiantes sj,..., S, un voisinage U de py dans X et des
fonctions 61,...,0; € €(U \ {po}), bornées sur U \ {py} telles que :

— les S; = sl.‘1 ({01 \ {po} sont deux a deux disjoints et inclus dans U;

— chaque fonction §; vaut 1 sur S;, et 0 sur U;jx; S;.

Exemple 2.2.3. K" est radiant en tout point, dés que n > 2 (voire n > 1 si £ est P-minimale). Plus
généralement, si £ est dp-minimale et si X < K" est définissable, alors X est radiante en tout point
po tel que dim(X, pg) = 2. Dans le cas P-minimal, il suffit méme que dim(X, pg) > 1, autrement dit
que pp ne soit pas un point isolé.

Théoreéme 2.2.4. On suppose que % satisfait (DiscFin) et que X est radiante en un point py. Soient
TE€M\{0}, p € €(X) telle que p~ L ({0}) = {po}, et T* € €(X) telle quet* (py) = T.

1. 6y, (X, 1% est définissable dans (6 (X), B), par une formule Int* (h, p,T*).

2. Siﬂ@’ = [-1,1] alors €, (X, 17Z) est définissable dans (€ (X), %), par une formuleInt* (h, p,7*).
En outre ces définitions sont uniformes : les formules Int* et Int*, qui n'ont pas d’autres paramétres

que p et T* (h est une variable libre), ne dépendent ni de X, ni de %, ni du choix de ces paramétres
particuliers.

Corollaire 2.2.5. Sous les hypotheses du théoreme|2.2.4, l'anneau Z, est interprétable dans (€ (X), ).

Démonstration. D’apreés [Richard, 1989] il suffit de montrer que (%, +,|, <) est interprétable dans
(€(X), %), ou | désigne la relation de divisibilité dans Z. Pour chaque f € €, (X ,7%) notons o (F)
'unique entier k € Z tel que f(po) = t~. La relation d’équivalence o (f) = o(g) sur G, (X, %) est défi-
nissable : le lemmeappliqué ala formule x = y donne une formule [¢](x, y, z) telle que

(X (X),B) E [9](f, g p) < Yaep '(10), K= o(f(a),g@) < f(po) =gpo).

D’apreés le théoreme Cp, (X, 1%y est définissable dans (€ (X), ), le quotient par cette relation
est donc interprétable dans (€ (X), 88). On peut I'identifier a Z.

De méme les relations o (f) + o(g) =o(h), o(f)lo(g) eto(f) < o(g) sont définissables :

— la premiere parce que o(fg) =o(f) +0(g);

— la deuxiéme par la formule Int* (£, p, g), puisque o (f)|o(g) < g(po) € (f (po))%;

— etla derniére par le lemme[2.2.1]appliqué a la formule 3z € @, x = zy, en effet T € .4/ \ {0} donc

o(f)<o(g) o1’V 8 i o f(py)lg(py) €O.

C’est donc bien toute la structure (Z, +, |, <) qui est interprétable dans (€6 (X), %8). O

Soit R un corps réel clos contenant strictement R. C’est une extension élémentaire de R, aui
induit donc un plongement de ¥ (IR") dans € (R"), et de L(IR") dans L(R™). [Astier, 2013] a montré
que ce plongement de L(IR") dans L(R™) était élémentaire. Au contraire le corollaire montre
que celui de €(R"™) dans ¥ (R") ne 'est pas, pour n > 2. De méme, si par exemple K est une exten-
sion €élémentaire de Qp, [Darniére, 2019a] montre que L(QY),) < L(K™) (voir section alors que
€(Q)) A €K™ parle corollaire

Disons que notre corps valué ou ordonné (K, @) est T-archimédien si pour tout x € K™ il existe un
entier k € Z tel que x7~* € @, autrement dit tel que |x| < |7|¥ dans le cas ordonné, ou que v(x) < kv(r)
dans le cas valué. Par exemple un corps ordonné est archimédien au sens usuel (Z est co-final dans K)
si et seulement s’il est 2-archimédien (ou g-archimédien, pour un g € Q\{0} quelconque). Notons que
(K, 0) est T-archimédien si et seulement s'il est 7~ !-archimédien, et qu’il n’est jamais 7-archimédien
si 7 € 0 U{0}. On peut donc toujours supposer 7 € 4 \ {0}.

3. Il suffit en fait que £ admette un ordre total, compatible avec + et définissable dans Zann U {0}.
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Corollaire 2.2.6. Soit %' une extension élémentaire de %, et K' le corps sous-jacent. Supposons que
K et X' satisfassent (DiscFin). Soit X € K" une partie définissable radiante en un point py, et soit X’
la partie de K'" définie par la méme formule que X. Si K est T-archimédien, pour un certaint € K, et
que K' ne lest pas, alors le plongement naturel de (€ (X), B) dans (€ (X'), B') n'est pas élémentaire.

Démonstration. Soient p € € (X) ne s’annulant qu’en py, et T* la fonction constante de valeur 7. Soit
[p](x, ¥, z) laformule donnée par le lemmeappliqué alaformule x y‘1 € 0. Pour toute f € € (X),
il existe un entier k € Z tel que f(po)T~* € @. La fonction g = (1*)* vérifie donc f(po)g(po)~' € O et
g(po) € 2. 11 s’en suit que la formule

Vf3g, [pl(f, g p) AInt* (g, p,T")

est satisfaite dans (€ (X), ). Or il est facile de voir qu’elle ne I'est pas dans (€ (X’), %), parce que
K’ n’est pas 7-archimédien (on utilise ici le fait que la définition de Cp, (X, 12y dans (€(X), B) par la
formule Int* (h, p, T*) est uniforme). O

Quand £ possede une bonne théorie de la dimension pour les ensembles définissables, comme
c’est le cas pour les structures dp-minimales, nous montrons en outre que I’ensemble des fonctions
a valeurs dans 7% sur X tout entier est définissable, au moins si X est de pure dimension d > 2, voir
[Darniere et Tressl, 2019, theorem 6.7] pour un énoncé plus précis. En particulier, dans le cas réel,
nous obtenons le résultat suivant.

Théoréme 2.2.7. Supposons que & soit o-minimal. Pour toute partie définissable X < K", définissa-
blement connexe et de pure dimension d > 2, l'anneau 7. (identifié au sous-anneau de € (X) formé des
fonctions constantes a valeurs entiéres) est définissable dans € (X).

2.3 Treillis échelonnés

On rencontre des treillis échelonnés dans toute situation géométrique o1, partant d'un objet X,
on considere le treillis L(X) des sous-objets de X fermés dans X. Ce sont des algebres co-Heyting
enrichies d’une fonction unaire C! pour tout entier i € N, et sujettes a certaines conditions détaillées
plus loin. En voici quelques exemples, sur un corps infini K. Lorsque j'y ferai référence par la suite, ce
sera sous le nom de treillis géométriques L(X).

1. X € K" est une combinaison booléenne de fermés de Zariski, et L(X) est le treillis des fermés
de Zariski A € X. Je note ECH_,,; (K, d) la classe des treillis échelonnés de ce type, pour X de
dimension < d.

2. X € K" un espace semi-affine (c’est-a-dire une réunion finie d’espaces affines dans K") et
L(X) I'ensemble des espaces semi-affines inclus dans X. Je note ECH,(K, d) la classe des
treillis échelonnés de ce type, pour X de dimension < d.

3. X =(K,...) estune structure dp-minimale sur K, non fortement minimale, qui le munit d’'une
topologie (typiquement £ est une structure C-minimale, o-minimale ou P-minimale). X <
K™ est une partie définissable, et L(X) I'’ensemble des parties définissables fermées dans X. Je
note ECHget(£, d) la classe des treillis échelonnés de ce type, pour X de dimension < d.

Dans les deux premiers cas nous avons affaire a des treillis noethériens (ie. dont le spectre est
noethérien). Dans un tel treillis tout élément A est réunion finie d’éléments v-irréductibles maxi-
maux. Le sup de ceux de dimension i forme la composante i-pure A, qu'on notera C’(A).

Dans le dernier cas, c’est plutot a 'aide de la dimension locale que C’(A) est définie. Pour tout
Ae L(X) ettout a € K, la dimension locale dim(A, a) de A en a est par définition

dim(A, a) = inf{dim(U n A) | U voisinage définissable de a}.

La composante i-pure de A est alors 'adhérence dans A de 'ensemble des points ou dim(A4, a) = i.
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Dans tous ces cas, un élément A de L(X) est de pure dimension k si et seulement si tout ouvert
non vide de A est de dimension k. Bien stir la dimension dont nous parlons ici est de nature géomé-
trique, mais pour tout élément A de L(X) c’est aussila dimension de A en tant qu’élément de I’algebre
co-Heyting L(X) (voir section [2.1.2). Par analogie, dans une algebre co-Heyting L quelconque, nous
dirons donc qu'un élément a € L est k-pur si pour tout b e L

a-b#0=>dim(a-b) =k.

Une algebre co-Heyting L enrichie de fonctions unaires C! est un treillis (d-)échelonné, pour un
certain entier d € IN, si elle satisfait les conditions suivantes.

(SCY a=wogi<aCi(a@) et Vi>d, Ci(a)=0.
(SCo) Vi, Ci(a) est i-pur.
(SC3) Vi#j, dimCi(a)AC/(a)<min(i, j).

Remarque 2.3.1. Dans un treillis d-échelonné, pour tout élément a € L de dimension k, Ck(a) estle
plus grand élément k-pur de L majoré par a. D’autre part dima — C¥(a) < k et C(a) = Ci (a - CF(a))
pour tout i < k, d’ot il suit facilement que les fonctions C! sont définissables (sans parametre) dans
la structure de treillis.

Il est néanmoins intéressant d’ajouter les symboles de fonction C* dans le langage : cela permet
de re-définir sans quanteur la dimension de a dans L comme le plus grand entier k tel que Cka) #0,
et ainsi d’en conserver la trace dans les sous-structures.

2.3.1 Sous-structures

Soit &Lt = {V, A,0,1} le langage des treillis, et Lsch = Lar U {—, (CHjen} celui des treillis éche-
lonnés. J’appelle treillis sous-(d-)échelonné toute L., -sous-structure d’'un treillis échelonné. Pour
tout d € N fixé, la classe des treillis sous-d-échelonné est évidemment élémentaire : c’est la classe
des modeles de toutes les conséquences universelles de la théorie des treillis d-échelonnés. J'en
donne dans [Darniere, 2019a] une axiomatisation plus éclairante, essentiellement finie (en dehors
du schéma d’axiome C’(a) = 0 pour tout i > d). Pour cela on démontre les deux résultats suivants.

Théoreéme 2.3.2. Toute algebre co-Heyting L de dimension < d (resp. tout treillis d-échelonné) est lo-
calement finie : toute partie finie de L engendre une sous-structure finie. En outre il n'existe, a isomor-
phisme pres, qu'un nombre fini de telles sous-structures engendrées par n éléments.

On sait bien qu’il n’en va pas de méme des algeébres co-Heyting plus générales : par exemple toute
algebre co-Heyting libre de type fini est infinie. Mais elles possédent un nombre fini d’éléments de
co-dimension < d, ce qui est la clé du théoreme ci-dessus.

Théoréme 2.3.3. Soit Ly un treillis sous-échelonné fini. Pour tout corps infini K il existe un espace
semi-affine X < K", pour un certain n € N, tel que Ly se plonge dans le treillis échelonné des espaces
semi-affines inclus dans X.

Esquisse de démonstration. Comme Ly est fini, tout a € Ly est le sup de ses composantes
v-irréductibles. Le plongement de Ly dans L' se construit alors par récurrence sur le nombre d’élé-
ments V-irréductibles de Ly : il suffit de trouver, pour n assez grand, des sous-espaces affines de K"
reproduisant la méme configuration combinatoire que les éléments v-irréductibles de L. U

Soit K un corps infini, éventuellement muni d'une topologie et d'une structure dp-minimale
non fortement minimale comme au début de cette section. Soient ECH,, (K, d), ECH,#(K, d) et
ECHgef(A, d) les classes treillis échelonnés définis plus haut. La théorie universelle d'une telle classe
2 est (par définition) I'’ensemble des formules universelles de Zg.1, satisfaites par tous les treillis éche-
lonnés L€ X.
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Corollaire 2.3.4. Avec les notations ci-dessus, ECH,,;(K, d), ECH4(K, d) et ECHgef A, d) ont la méme
théorie universelle, indépendamment du corps K et/ou de la structure £ considérée. Cette théorie est
exactement la théorie des treillis sous-d-échelonnés.

Esquisse de démonstration. Comme tout treillis L(X) € ECHp(K, d) se plonge naturellement dans
un treillis échelonné appartenant ECH,,; (K, d) ou ECH,¢ (%, d), il suffit de montrer le résultat pour
ECH,g(K, d). Pour cela, il suffit de plonger toute Zs.,-sous-structure finiment engendrée Ly d'un
treillis d-échelonné L dans un treillis échelonné L' € ECH,g(K,d). C’est ce que permet le théo-
reme[2.3.3} puisque L est fini d’apres le théoreme[2.3.2) O

2.3.2 Modele-complétion, application aux p-adiques

Le résultat principal de [Darniére, 2019a], déja présent dans [Darniere, 2004], est le suivant.

Théoréme 2.3.5. Pour tout entier d, la théorie des treillis d-échelonnés admet une modele-complétion
dans ZLscn,, axiomatisée par les deux conditions suivantes.

(Caténarité) Pourtousr <qg<peNN ettousc<a#0dansL, siaestp-puretc estr-pur il existe
un élément q-pur b dans L tel quec < b < a.

(Découpage) Pour tousa, by, b, dans L, sib; VvV b, < a#0, il existe des éléments by < a) et by < ap,
tous deux non nuls, tels que
ar=a—da
a)=ad—a;
aiNa;=biyAb;

Remarque 2.3.6. Si L est une algebre de Boole, son unique structure de treillis échelonné est défi-
nissable sans quanteur puisque C°(a) = a pour tout a. Elle satisfait automatiquement 'axiome de
caténarité. D’autre part elle satisfait celui de découpage si et seulement si son ordre est dense. On
retrouve donc, comme cas particulier du théoreme[2.3.5|quand d = 0, le résultat classique : la théorie
des algebres de Boole dense est la modele-complétion de la théorie des algebres de Boole.

J’appelle super-(d-)échelonnés les treillis échelonnés satisfaisant les deux axiomes ci-dessus,
c’est-a-dire les modeéles existentiellement clos de la theorie des treillis d-échelonnés pour au moins
un entier d € N. Lorsque deux points a;,a, € L satisfont relativement a a, b1, b, la conclusion de
I'axiome de découpage, je dirais que a; et a, découpent a le long de b; et b,.

Laxiome de caténarité est assez naturel, et d’ailleurs vérifié par tous les exemples connus de
treillis géomeétriques (voir section2.3.1). Laxiome de découpage en revanche est beaucoup plus in-
habituel. 1l est satisfait par exemple dans toute algebre de Boole dense, mais dans aucun des treillis
échelonnés issus de la géométrie. En effet, si L(X) est 'un de ces treillis géométriques, tout point A
de X est un atome de L(X), et ne peut donc étre découpé. Le méme raisonnement vaudrait pour tout
élément v-irréductible de L(X).

Plus généralement, si A € L(X) est une partie non vide définissablement connexe de X, il n’est pas
possible de trouver deux parties non vides A;, Ay € L(X) qui découpent Alelongde B; = By =@ :un
tel découpage définirait une partition {A;, A»} de A en deux ensembles définissables non vides a la fois
ouverts et fermés dans A. Laxiome de découpage énonce donc une forme tres forte de non connexité,
tellement forte qu’elle ne peut étre satisfaite par aucun treillis géométrique, ni aucun treillis admet-
tant des éléments v-irréductibles. C’est sans doute pourquoi il n’avait jamais été soupconné jusque-
la. Pourtant, il apparait naturellement dans plusieurs contextes différents :

— 1l se trouve que cet axiome ne fait pas intervenir les composantes pure-dimensionnelles, et

réapparait tel que dans la modele-complétion des algébres de Heyting (voir la section
ol j'en donnerai une esquisse de preuve).

— Le théoreme[1.3.15|de découpage des ensembles semi-algébriques p-adiques montre que cet
axiome est « presque » satisfait par L(X) si X € K" est un ensemble semi-algébrique et K un
corps p-adiquement clos : il faut seulement supposer que I'élément A € L(X) auquel on I'ap-
plique n’a pas de points isolés, autrement dit que C°(A) = @.
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Cette situation dans le cas p-adique suggere, comme on le fait pour les algebres de Boole, de
considérer également une variante « atomique » des treillis échelonnés. On ajoute pour cela au lan-
gage ZLsch des prédicats unaires Aty. Dans le langage f?cth = Zech U{(Atp) ken~} les treillis échelonnés
atomiques sont alors les treillis échelonnés dans lesquels chaque Aty désigne 'ensemble des élé-
ments qui sont sup de k atomes. La théorie des treillis d-échelonnés atomiques admet elle aussi une
modele-complétion, axiomatisée par les deux méme axiomes de caténarité et de découpage, a cette
seule différence pres que celui de découpage est limité aux éléments a tels que C°(a) # 0. J’appelle
bien entendu super-(d-)échelonnés atomiques les modéles de cette modeéle-complétion.

Corollaire 2.3.7. Soit d € N un entier naturel quelconque. La théorie des treillis super-d-échelonnés
contenant un treillis sous-échelonné donné est X -catégorique, donc complete. Si ce treillis est engendré
par @ elle est aussi récursivement axiomatisable, donc décidable, et toute théorie compléte de treillis
super-d-échelonnés est de ce type. La théorie des treillis super-d-échelonnés admet donc un nombre
fini de complétions, toutes décidables. En particulier elle est elle-méme décidable.

Le méme résultat vaut aussi, mutatis mutandis, pour les treillis super-échelonnés atomiques : la
seule différence est qu’il y a un nombre dénombrable de sous-structures engendrées par @, donc un
nombre dénombrable de complétions. Comme elles sont récursivement énumeérables, la théorie des
treillis super-d-atomiques échelonnés est encore décidable, pour tout d.

[Grzegorczyk, 1951] montre que la théorie compleéte du treillis L(IR"*) des fermés semi-algébriques
de R” est indécidable, pour tout entier n > 2, un résultat qui a été généralisé a bien d’autres treillis
géométriques par [Tressl, 2017]. Des théoréemes et[2.3.5/on déduit que le cas p-adique fait ex-
ception a cette regle.

Corollaire 2.3.8. Soit X < K" un ensemble semi-algébrique de dimension d sur un corps
p-adiquement clos K. Le treillis échelonné atomique L(X) des parties semi-algébriques fermées dans
X est super-d-échelonné. Sa théorie complete est donc décidable, et élimine les quantificateurs dans
P

éch’

Démonstration. L(X) est super-échelonné atomique d’apres le théoréme de découpage des
fermés semi-algébriques p-adiques. Sa théorie compleéte est déterminée par la fgth-sous-structure
Ly engendrée par @. Elle est donc récursivement axiomatisée par les axiomes de caténarité, de dé-
coupage, et par les équations et inéquations valides dans L. (I

Remarque 2.3.9. En particulier, la théorie compléete de L(K™) est la méme pour tout corps
p-adiquement clos K, quel que soit le nombre premier p : c’est celle des treillis super-n-échelonnés
atomiques de pure dimension 7.

2.4 Algebres co-Heyting

2.4.1 Complétion pro-finie et ultramétrique
Soit L une algebre co-Heyting. Pour tout entier d, posonsE]
dL={a€ L|codimL> d}.

Enfin posons wL = Ngen dL. 1l est facile de voir que dL est un idéal de L. Le quotient L/dL est donc
muni d’'une structure naturelle d’algebre co-Heyting.

Lemme 2.4.1. Soit ¢ : L — L' un morphisme surjectif d’algeébres co-Heyting. Pour tout entier d € N,
odL)=dL et
dimL' <d < dLckerg.

En particulier (en prenant ¢ =1d;) dim L < d si et seulement si d L = {0}.

4. Je m'écarte ici légerement de la notation de [Darniere et Junker, 2011], out dL désignalt 'ensemble des éléments de
co-dimension > d.
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Notons 7,4 : L — L/dL la projection canonique, et 74 441 cellede L' = L/(d + 1)L sur L'/dL'. Dans
[Darniere et Junker, 2011] nous montrions a I'aide du lemme ci-dessus que L'/dL' =~ L/dL et que le
diagramme suivant est commutatif, pour toute algebre co-Heyting L.

Td+1 g

---—>L/(d+1)L7”d+1 LidL L/OL

On en déduit 'existence d’'un morphisme canonique de L dans la limite projective des (74 4+1)deN
dont le noyau est exactement wL.

Théoreme 2.4.2. Soit L une algebre co-Heyting, et considérons l'application

5L((l b) = 2—codim(a—b)v(b—a).

1. 61 définit une pseudo-métrique sur L. C'est une métrique (et méme une ultra-métrique) si et
seulement si wL = {0}.

2. Le complété de L pour 81, (au sens usuel des suites de Cauchy) est aussi le limite projective des
(Mg a+1:LI(d+1)L— LIdL)gen, ot chaque L/ d L est munie de la topologie définie par 61,41

3. L est pré-compacte, autrement dit son complété est compact, si et seulement si L/ dL est finie
pour toutd € L.

4. Si L est pré-compacte, son complété pour 6, est aussi la complétion profinie de L (c’est-a-dire la
limite projective de tous les quotients finis de L, munie de la topologie profinie).

Dans la suite je considére toute algébre co-Heyting L comme munie de la pseudo-métrique 47,
définie ci-dessus, et je note L sa complétion. Le théoréme n'est bien str pas sans rappeler la
double construction de @, d’'une part comme complété de @ pour la distance p-adique, et d’autre
part comme limite projective des quotients (Z/p%*'Z — 7Z/ p?Z) 4en. Les résultats suivants ont aussi
des accents bien familiers.

Proposition 2.4.3. Si trois suites a valeurs dans une algebre co-Heyting L vérifient ¢, < b,, < a,, pour
tout n, et si a, et c, tendent vers une méme limite l, alors c,, aussi tend vers .

Démonstration. On peut montrer que les opérations v, A, — sont continues, et méme
1-lipschitziennes. La suite u, = (a, — 1) v (I — by) tend donc vers 0. D’autre part I'’encadrement de
b, implique que 71, := (b, — ) v (I - by) < uy. Il s'ensuit que codimn, > codimu,, donc codimn,
tend vers +o0o. Comme 8(b,,, ) = 2~ °4imnx 13 suite b,, tend bien vers 1. |

Corollaire 2.4.4. Soit X une partie compacte d'une algébre co-Heyting L. Toute suite monotone u, d
valeurs dans X est convergente.

Démonstration. 11 suffit de prendre une suite extraite convergente. Comme u,, est croissante, cela
fournit une encadrement de u, entre deux suites convergentes de méme limite, et la proposition
précédente donne la conclusion. (Il

Le cas des algébres co-Heyting pré-compactes révele aussi des particularités remarquables.
D’apres la caractérisation suivante, cette classe contient toutes les algébres co-Heyting de présen-
tation finie (pour lesquelles ces propriétés étaient connues) mais aussi leurs complétions, toutes les
algebres intermédiaires, et leurs quotients par des idéaux fermés (proposition|2.4.6).
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Proposition 2.4.5. Une variété V' d’algebres co-Heyting a la propriété du modele ﬁniE] si et seulement
si toute algebre de présentation finie dansV est pré-compacte et séparée.

Proposition 2.4.6. Soit L une algébre co-Heyting séparée. Son quotient par un idéal I est séparé si et
seulement si I est fermé.

Nombre de propriétés connues des algebres co-Heyting de présentation finie se généralisent
aux pré-compactes, éventuellement séparées, avec (de mon point de vue) des preuves souvent plus
simples basées sur le théoreme|2.4.2|et sur le suivant.

Théoreme 2.4.7. Soit L une algébre co-Heyting pré-compacte et séparée. Pour tout entier d les idéaux
dL et dL sont principaux, et engendrés par les mémes éléments € 4(L) = Ed(f).

En outre il existe pour tous n,d € N un terme t;(x) en n variables tel que, pour toute algebre co-
Heyting L' (séparée ou non) engendrée par un n-uplet a, lidéal dL' est principal et son générateur
ea(l)) =ty q(a).

Notons .#V (L), #"(L), #"V (L) et #(L) I'ensemble des éléments de L qui sont respectivement
v-irréductibles, A-irréductibles, completement v-irréductibles et completement A-irréductibles.

Théoréme 2.4.8. Soit L une algebre co-Heyting pré-compacte et séparée.
1. L etL ont les mémes éléments completement irréductibles.
2. Tout élément v -irréductible de L (ou L) est complétement v -irréductible.

3. Un élément N-irréductible de L est completement A-irréductible si et seulement s'il a un rang de
co-fondation fini dans L.

4. Toutxe .9V (L) aun rang de co-fondation fini dans 2V, qui est sa co-dimension dans L.
5. Tout x € .#'N(L) a un rang de co-fondation fini dans %" (L), qui est sa dimension dans L” .
6. Pourtoutac L, a=w{xe #V({L)|x<a}=m{xe #FND) | a< x}

Dans tout treillis distributif profini L, les opérations suivantes sont bien définies.
x=miyeLly<x} N=wiyeLlxLy

Proposition 2.4.9. Soit x un élément d’'une algebre co-Heyting L pré-compacte et séparée. Les opéra-
tions x — x" et x — x" sont bien définies,

xe ML) = xV e £V et xe V(L) = x" e M.

En outre, ces opérations sont des bijections croissantes réciproques entre V' (L) et ¥ (L).

2.4.2 Lalgebre co-Heyting libre a n générateurs

Dans cette section je note &, I'algébre co-Heyting libre a n générateurs gy, ..., g,. D’apres la pro-
position[2.4.5} &, est pré-compacte et séparée.

[Bellissima, 1986] construit une chaine croissante de modeéles de Kripke (J,fl)delN en n variables,
ayant la propriété que fout modele de Kripke fini en n variables, réduit et de hauteurﬁ < d, est un
segment initial de J{,f. En outre Jff est minimal pour cette propriété. Leur réunion £, hérite de
cette propriété, uniformément pour tout d € IN. Cette construction est assez complexe, je ne la re-
produirai pas ici. Elle donne de &,, une représentation particuliére, dans laquelle son complété F
apparait comme l’algebre co-Heyting des parties croissantes de .£;,. Cette représentation permet de
démontrer par exemple certaines propriétés des éléments irréductibles de %, telles que celles du
théoréme |2.4.8} mais fournit en plus dans ce cas particulier une expression (par récurrence, d'une
complexité décourageante) de chaque élément irréductible en fonction des générateurs de F,.

Dans [Darniere et Junker, 2018] nous reprenons cette construction et 1'utilisons, conjointement
aux propriétés remarquables des éléments irréductibles de %,,, pour démontrer le résultat suivant.

5. Pour les algebres co-Heyting, cela revient a dire que pour tout terme #(x) qui n'est pas identiquement nul sur au
moins une algebre de 7, il en existe au moins une finie sur laquelle il n’est pas identiquement nul, voir la sectionm
6. La hauteur d'un modele de Kripke fini est la plus grande longueur possible d’'une chaine dans ce modéle.
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Théoréme 2.4.10. %, posséde un unique systeme de n générateurs libres. Celui-ci est définissable (sans
parametre) dans F,,.

Ceci permet de montrer que £, est interprétable dans &%, comme suit.

— On prend comme ensemble de base . N(Z,) muni de I'ordre induit par &;,.

— Pourtout x € J’\!(L) onposeval(x)={ie[1,n]l|g; < x}.
FN(L) est définissable dans %, comme I'ensemble des éléments ayant un unique successeur. Il est
beaucoup moins immédiat que I'application val ci-dessus est interprétable dans %;,, mais c’est pré-
cisément ce que montre le théoreme|[2.4.10

De cette construction on déduit plus ou moins directement les conséquences suivantes.

Corollaire 2.4.11. Le groupe d’automorphisme de &, et aussi de Gy, estle groupe symétrique S ,.

Corollaire 2.4.12. %, est un modele premier de sa théorie : toute algebre co-Heyting élémentairement
équivalente a &, en contient une copie. Aucune sous-algebre stricte de &, dense dans &, nest élémen-
tairement équivalente a .

Corollaire 2.4.13. Si ¥, = %, alors F, < F,,.

2.4.3 Modéele-complétion

Lhistoire de la modéle-complétion de la théorie des algebres co-Heyting est assez tortueuse. Tout
commence avec [Pitts, 1992] qui démontre que «le calcul propositionnel intuitionniste du second
ordre est interprétable dans celui du premier ordre ». La méthode employée releve de la théorie de la
preuve, avec calcul de séquents. [Ghilardi et Zawadowski, 1997] comprendront les premiers que le se-
cond ordre dont il est question ici correspond a une quantification sur les variables propositionnelles,
et son interprétation dans le premier ordre a une élimination de ces quantificateurs.

Autrement dit [Pitts, 1992] construit en fait un algorithme d’élimination des quantificateurs
pour les formules du premier ordre dans le langage des algebres de Heyting. Il permet a
[Ghilardi et Zawadowski, 1997] d’en déduire que la théorie des algébres de heyting possede une
modele-complétion. En passant, ils étendent ce résultat a toutes les variétés d’algebres de Heyting
ayant la propriété d’amalgamation. Ces variétés sont au nombre huit. L'une est triviale, c’est le va-
riété réduite a I'algébre de Heyting L, qui n’a qu'un seul élément. Une autre d’entre elles est la va-
riété des algebres de Boole. Sa modéle-complétion était connue depuis longtemps (c’est le théorie des
algebres de Boole denses). Une fois I'ordre retourné, les six variétés d’algebres co-Heyting restantes
sont les suivantes.

— 7 estlavariété de toutes les algebres co-Heyting.

— ¥ =71 +[1—-x) A1 -(1-x)=0] correspond a la logique super-intuitionniste du tiers exclu

faible (nxv 1x=1).

— % ="72+[((1-x) Ax) - y) A y = 0] estla variété engendrée par Lg (voir figure[2.1).

— V=7 +[(((0-x) Ax)—y) Ay =0] estla variété des algebres co-Heyting de dimension < 1.

— V=V +[(x—y) A(y—x) A (x A (1-y)) = 0] est la variété engendrée par L (voir ﬁgure.

— ¥ =71+ [(x—y) A (y— x) = 0] est la variété engendrée par les chaines.

L
3 L

FIGURE 2.1 — Génératrices de 75 et 75 respectivement.
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Pour explicite qu’elle soit, I’élimination des quantificateurs par Pitts n’est pas des plus éclairantes,
et ne fournit pas une axiomatisation explicite de la modele-complétion de la théorie des algebres co-
Heyting. Sa reformulation par [Ghilardi et Zawadowski, 1997] en termes d’algebre universelle et de
foncteurs adjoints ne nous renseigne pas davantage sur ce point.

Inspirés par les résultats des treillis échelonnés déja présents dans [Darniére, 2004], pour cha-
cune des variétés 7; ci-dessus nous introduisons dans [Darniere et Junker, 2018] deux axiomes D; et
Si, que je ne reproduis pas ici pour faire court, mais qui sont assez ressemblants aux axiomes de caté-
narité et de découpage qui axiomatisent la modele-complétion des treillis échelonnés. En particulier
S1 est exactement 'axiome de découpage des treillis échelonnés (j'y reviens plus loin), et D; dit sim-
plement que I'ordre fort est dense. Ces axiomes ont tous une signification topologico-géométrique
immédiatement compréhensible. Les résultats suivants nous éclaire donc sur la nature des algébres
existentiellement closes de chacune des variétés 7;.

Théoreme 2.4.14. Toute algebre de Heyting existentiellement close dansV; satisfait D; et S;.

Théoreéme 2.4.15. Si une algebre co-Heyting L de V; satisfait D; et S; alors, pour toute sous-algébre
finie Ly de L et toute extension finie L de L, il existe un plongement de L, dans L au-dessus de Ly.

I | STR— s L

NS

Lo

Corollaire 2.4.16. Les théories de 73 a Vg admettent une modéle-complétion, axiomatisée par les
axiomes D; et S; correspondants.

Esquisse de démonstration. Le résultat découle directement des deux théorémes précédents, car les
variétés 73 a 75 sont localement finies. (|

Remarque 2.4.17. Pour 7] et 7, qui ne sont pas localement finies, les théorémes et
ne suffisent malheureusement pas a obtenir une modele-complétion. Toutefois, en admettant I’exis-
tence de cette modele-complétion j’en ai récemment obtenu une axiomatisation basée sur D et S;
pour 73, sur D, et S» pour ¥, et sur une propriété supplémentaire QE, plus technique, que je ne dé-
taillerai pas ici (voir [Darniére, 2018]).

Notons que les théoremes [2.4.14] et [2.4.15|sont indépendants de [Ghilardi et Zawadowski, 1997],
et fournissent donc une nouvelle preuve de I'existence d'une modele-complétion pour 73 a 7, avec
en prime une axiomatisation finie. Il est éclairant de se pencher sur leur démonstration pour voir
comment ces axiomes D; et S; émergent naturellement de cette démarche, au moins dans le cas de
7 (les autres cas sont similaires).

Esquisse de démonstration (de[2.4.14 et[2.4.15)). Lobjectif initial est de dégager des conditions suffi-
santes (ce seront les axiomes D; et S;) sur une algebre co-Heyting L pour que toute extension finie
L, d’'une sous-structure Ly de L se plonge dans L au-dessus de L. Par une récurrence immédiate, il
suffit d’avoir cette propriété pour toute extension finie minimale de L, ce qui ramene au cas ou L;
en est une. Une étude ad hoc d’'une telle extension minimale montre qu’elles ne peuvent étre que de
deux sortes.

Type (D) Tout élément v-irréductible de L, reste v-irréductible dans L;, et L; posséde exacte-
ment un élément v-irréductible supplémentaire, notons-le x. Dans ce cas g := min{a € Ly |
g < a} est v-irréductible dans Ly, de prédécesseur g~ ;deplus g~ Axelpetg Ax<Kx <K g.

Type (S) Tout élément v-irréductible de Ly reste v-irréductible dans L; sauf un, notons-le g.
Dans ce cas L; possede exactement deux nouveaux éléments Vv-irréductibles x; et x,. Ceux-ci
vérifient x; = g—xp et xp = g—x;, maisaussi g~ Ax; € Lpet g~ Axz € L.
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Si L) est une extension de type (S), pour la plonger dans L au-dessus de Ly, on montre qu’il suffit de
trouver deux éléments y;, y» € L\{0} qui découpent g lelongde g~ Ax; et g~ Axy (voir théoréeme|2.3.5),
et d’envoyer x et xp sur y; et y». Pour une extension de type (D) c’est a peine plus compliqué, mais
il suffit essentiellement de trouver un élément y € L tel que g~ A x < y <« g. En résumé, 1'étude des
extensions finies minimales d’une algébre co-Heyting montre qu'’il suffit, pour que la conclusion du
théoréme|2.4.15|soit valide, que L satisfasse les deux conditions suivantes.

(D;) Pourtousa,ceL,sic< a#0ilexiste be L\{0} tel que ¢ < b < a (autrement dit I'ordre fort
est dense dans L\ {0}).

(81) Pourtous a,b;, by € L,sib;V by < a#0il existe des éléments a; et a, dans L\ {0}, tels que

a=a-a; = b
a;=a—a; = by
all\agzbll\bz

Ces deux axiomes maintenant dégagés, le théoreme [2.4.15| est prouvé. Pour démontrer le théo-
reme(2.4.14} il reste a vérifier que toute algebre de Heyting existentiellement close les satisfait.

Pour S; en particulier, on peut donner une idée de la preuve par un argument géométrique. Un
artifice de théorie des modeles, fondé sur la propriété2.1.7)du modele fini, rameéne tout d’abord a la
situation suivante : trois éléments a, b;, b, sont donnés dans une algebre co-Heyting finie Ly tels que
b1V b, < a # 0, et on cherche dans une extension de Ly deux éléments a; et a, qui découpent a le
long de b et by.

Comme Lj est finie, d’apres le théoreme de représentation linéaire des treillis sous-
échelonnésﬂelle se plonge dans le treillis échelonné L(X) des sous-espaces semi-affines d'un espace
semi-affine X < R", pour un certain n € IN. Par ce plongement a, b;, b, s'envoient sur des espaces
semi-affines A, By, B, € X. On construit alors une extension de L(X) comme suit.

Soient X; = X\ (B2 \ By) et X» = X\ (B \ B). On les recolle le long de B; N B, en un seul ensemble
semi-algébrique réel X'. Les injections de X; et X, dans X induisent alors une projection 7 : X' — X
(voir ﬁgure. On vérifie sans peine que I'application ¢ (C) = 7~ 1(C) définit alors un plongement de
L(X) dans I'algébre co-Heyting L(X') des parties semi-algébriques fermées dans X'.

FIGURE 2.2 - Quand A = X, recollement de X; = A} et X, = A}, et projection sur A.

Notons A’, B, B) les images de A, By, B; dans L(X’) (autrement dit leurs pré-images par 7 dans
X"), et posons A| = A'n X; et A, = A'n X,. On vérifie facilement que A) et A}, découpent A’ précisé-
ment le long de Bj et B,. L(X’) est donc I'extension de Ly cherchée. OJ

7. Ici Ly n’est qu'une algebre co-Heyting, pas un treillis sous-échelonné, mais comme elle est finie, elle est a fortiori de
dimension finie d. Elle admet donc une unique structure de treillis d-échelonné (voir remarque|2.3.1). Le théoréme|2.3.3
s’applique alors a cette structure enrichie.
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1 Topologie

Pour toute partie A d'un espace topologique X, on note A’adhérence de A et A= A\ Ala fron-
tiere de A dans X. Une fonction f a valeurs dans un espace topologique Y sera dite largement conti-
nue sur Asi elle est définie au moins sur A et si sa restriction a A se prolonge en une fonction continue
de Adans Y.

Lordre fort sur les parties de X est défini par

B« A < B< A\BnA.

Autrement dit B << A si B est une partie de A d’'intérieur vide dans A.
Le préordre de spécialisation est défini sur I'ensemble des parties de X par

B< A < BcA.

Sur le treillis des fermés de X, ce préordre est un ordre.

Les complexes considérés dans ce mémoire sont tous finis. Nous appellerons complexe fermé
dans X toute famille «f de parties A de X, deux a deux disjointes, telles que :

— A est relativement ouvert, autrement dit A\ A est fermé;

— Aestlaréunion des B < A dans +.
Un complexe dans X sera un sous-ensemble & d'un complexe fermé of dans X tel que pour tous
E1,E» €&, Ey N E;NnU& estlaréunion des F € & tels que F< Ejet F< Es.

Dans tous les complexes considérés ici, le pré-ordre de spécialisation est un ordre. Dans le cas
particulier ou1 & est un sous-ensemble d'un complexe fermé qui, ordonné par spécialisation, est une
réunion finie d’arbres enracinés, nous dirons que </ est un monoplexe.

Exemple. Lensemble </ des faces propres d'un polytope A, que celui-ci réel, discret ou p-adique,
forment un complexe. Dans le cas discret ou p-adique ce complexe est un arbre enraciné (proposi-
tion[1.2.3). Enfin si A un simplexe discret ou p-adique alors <« est une chaine, donc un cas particulier
de monoplexe.

Si un complexe est formé de simplexes (en quelque sens que ce soit : réels, discrets ou p-adiques),
nous parlerons de complexe simplicial. Notons que complexes simpliciaux discrets ou p-adiques
sont tous des monoplexes. Par extension, les familles finies de complexes simpliciaux (au sens ci-
dessus) seront elles aussi appelées des complexes simpliciaux (voir section[1.3).

Les complexes cellulaire, en revanche, ne sont pas simplement des complexes formés de cellules :

on impose des conditions techniques supplémentaires sur les cellules d'un tel complexe, détaillées
dans la section[1.3.21

2 Logique et langage

Un langage est un ensemble £ de symboles de constantes, de fonctions ou de relations (en un
nombre fini de variables, appelé « arité » du symbole). Les termes du langage £ s’obtiennent par
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combinaison de ces symboles de constantes et de fonctions avec des symboles de variables, en res-
pectant leurs arités. Par exemple si ¢ est un symbole de constante, f et g deux symboles de fonctions
binaires, alors f(x, g(y, f(c, 2))) est un terme de Z en trois variables x, y et z.

Parmi les langages utilisés dans ce mémoire, on peut citer le langage des anneaux Zann =
{0,1,+, —, x} ou celui des treillis A4 = {0,1, Vv, AL

Les formules atomiques dans le langage £ sont les équations entre termes t; = f, et les expres-
sions du type R(f3, ..., t;) ol les t; sont des termes et R un symbole de relation k-aire. On construit les
formules (du 1¢r ordre) de £ en combinant les formules atomiques et les constantes logiques T et
1 (resp. «vrai» et « faux») a I’aide des connecteurs logiques (et, ou, négation) et des quantiﬁcateursﬁ
limités aux variables: on écrit « Ix» ou « Vx », jamaisﬂ« dx e R»ou«Vxe Nn» Les variables non quan-
tifiées d'une formule sont appelées ses variables libres. Une formule existentielle (resp. universelle)
est une formule commencant par une succession de quantificateurs 3 (resp. V) suivie d'une formule
sans quanteur. Enfin une formule dans laquelle certaines des variables libres ont été remplacées par
des éléments pris dans un ensemble A est dite a parameétre dans A. Dans le cas contraire elle est dite
sans parametre.

Une Z-structure est un ensemble .4 muni d'un interprétation de chaque symbole de £ : une va-
leur dans .# pour chaque symbole de constante, une fonction de .#* dans .# pour chaque symbole
de fonction k-aire, et une partie de .« k pour chaque symbole de relation k-aire. Toute formule ¢(x)
en k variables libres énonce une propriété portant sur ses variables libres. La formule est satisfaite
(ou «vraie ») en un point a € .4 * si a posséde cette propriété dans .#, ce qu'on note ./ = ¢(a).

Exemple. La formule ¢(x) = «Vy, x+ y = y+ x» est une formule universelle du langage £ = {+},
sans parametre, en une variable libre. Une £-structure .4 = (M, +) est un ensemble M muni d'une
loi de composition interne interprétant le symbole + (et on utilise bien stir le méme symbole + pour
désigner cette loi de composition interne sur M). La formule ¢(x) énonce que x commute avec tout y
pour +. Elle est donc satisfaite par un élément a € M si et seulement si a commute en effet avec tout
élément de M pour laloi + de M.

Un ensemble définissable est une partie A de .#* pour laquelle il existe une formule ¢(x) en k
variables libres (éventuellement a parametres dans .#) telle que

A={a€%klﬂl=¢(a)}.

De méme une fonction définissable est une fonction f: A< .#* — 4! dont le graphe est définis-
sable. Si I'ensemble des éléments de .« satisfaisant une propriété donnée est définissable, on dit
que cette propriété est élémentaire ou du 1¢* ordre. Autrement dit une propriété est élémentaire s’il
existe une formule ¢(x) du premier ordre, telle que a € .4 * possede cette propriété si et seulement si
M Epa).

Les ensembles de formules s’appellent des théories. Une théorie T est consistante si elle n’en-
traine pas contradiction logique, autrement dit si on ne peut pas en déduire L par les regles de dé-
duction de la logique classique. Elle est décidable s’il existe un algorithme permettant de décider,
pour toute formule de &, si elle est ou non conséquence de T'. Elle est complete si elle est consis-
tante et si pour toute formule ¢ de £, ou bien ¢ ou bien sa négation est conséquence de 7.

Un modele d'une théorie T dans un langage £ est une £-structure qui satisfait toutes les for-
mules de T. Inversement, ’ensemble des formules (resp. des formules universelles, resp. existen-
tielles) satisfaites dans une £-structure .# s'appelle la théorie compléte (resp. universelle, resp.
existentielle) de .#. Notons que la théorie compléte de n'importe quelle £-structure .4 est com-
pléte (sic), parce que la propriété énoncée par une formule ¢ quelconque est soit vraie soit fausse
dans ..

8. Les quantificateurs 3, V sont aussi appelés des quanteurs.
9. On peut toutefois écrire par abus de notation 3x € A ou Vx € A si A est un ensemble définissable (voir plus loin).
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Enfin une classe X de Z-structures est élémentaire si c’est exactement la classe des modeles
d’une théorie T. La « théorie des modeles » est1’étude des relations entre les théories et leurs modeles.
Lun de ses résultats fondamentaux est le suivant.

Théoreme (de complétude). Une théorie du premier ordre posséde un modeéle si et seulement si elle est
consistante.

En général on ne distingue pas une théorie T de I'ensemble C(7T) de ses conséquences logiques.
Néanmoins on dit qu'un ensemble Ty de formules axiomatise une théorie T si C(Ty) = C(T). Par
le théoréeme de complétude il revient au méme de dire que T et Ty ont les mémes modéles. L'un
des intéréts de connaitre une bonne axiomatisation d'une théorie complete réside dans la propriété
suivante.

Proposition. Une théorie complete est décidable si et seulement si on peut l'axiomatiser par un en-
semble de formules récursivement énumérable.

Deux structures .#, A sont dites élémentairement équivalentes si elles ont la méme théorie. On
lenote 4 =N

Exemple. Deux corps algébriquement clos sont élémentairement équivalents si et seulement s’ils
ont la méme caractéristique. La théorie des corps algébriquement clos de caractéristique fixée est
donc complete. Comme les axiomes naturels de cette théorie sont récursivement énumérable, elle
est décidable.

Exemple. Un corps est réel-clos (resp. p-adiquement clos, voir section|1.1.1) si et seulement s'il est
élémentairement équivalent a R (resp. a une extension finie de Q) ).

Si une partie A4 d'une Z-structure .4 contient les différents points de M qui interpretent les
constantes du langage %, et si f(A¥) € A pour tout symbole f de fonction k-aire de £, alors .4
induit (par restriction des fonctions et des relations interprétant les symboles de £) une £-structure
sur . On appelle Z-sous-structure de .# toutes les structures de cette sorte. Inversement, .# est
une Z-extension de ses £-sous-structures.

Une théorie T est universelle si elle satisfait 'une des deux conditions équivalentes suivantes.

— Toute sous-structure d'un modele de T est encore un modele de T.

— T peut étre axiomatisée par des formules universelles.

Un Z-plongement est une application injective ¢ : /" — _# entre deux £-structures, qui pré-
serve leurs structures en un sens plus ou moins évident : par exemple si f € £ est un symbole de
fonction binaire, ¢(f(a, b)) = f(¢(a), (b)) pour tous a, b € A . En général on identifie alors .4 a son
image par .4 en disant que le plongement ¢ fait de .4/ une sous-structure de .4, ou de .# une ex-
tension de A

Une théorie T a la propriété d’amalgamation si, étant donnés deux plongements quelconques
N — M et N — M, entre modeles de T, il existe des plongements .4, — 4 et 4>, — 4 entre
modeles de T tels que le diagramme suivant soit commutatif.

-/%ZC 4444444444 > M
J '
e/VCé-./uﬂl

Une Z-structure A est existentiellement close relativement a une classe ~ de Z-structure si,
pour toute extension .4 de A prise dans X, A et ./ satisfont les méme formules existentielles (a
parametres dans .A4"). On le note A <3.#. Autrement dit A <3 . si, pour toute formule sans quan-
teur ¢(x) en k variables libres a parametres dans .4 (par exemple un systeme d’équations), s'il existe
un k-uplet a dans .4 ayant la propriété ¢(a) (par exemple une solution de ce systéme) alors il en
existe déja un dans .4 *. Un modele existentiellement clos d’une théorie T est un modele de T exis-
tentiellement clos relativement a la classe de tous les modeles de T.
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Exemple. Les corps algébriquement clos (resp. réel clos) sont les modeéles existentiellement clos de
la théorie des corps (resp. des corps ordonnés) dans le langage des anneaux £, (resp. des anneaux
ordonnés ZLann U {<}).

Une extension élémentaire de .4 est une extension .# de A qui satisfait les mémes formules (a
parametres dans .4). On le note A < .. Une théorie T est modele-compléte si tout plongement
entre deux modeles de T est élémentaire.

Exemple. Soit T une théorie quelconque. Supposons que la classe X des modeles existentiellement
clos de T soit élémentaire. Alors on peut montrer que la théorie de X est modele-complete.

Une théorie T* est le modeéle-compagnon d’'une théorie T si les modeles de T* sont exactement
les modéles existentiellement clos de T. Si de plus T a la propriété d’amalgation, on dit que T* est la
modele-complétion de T.

Exemple. La théorie des corps algébriquement clos (resp. réel clos) est la modéle-complétion, dans le
langage des anneaux (resp. des anneaux ordonnés) de la théorie des corps (resp. des corps ordonnés).

Une théorie T élimine les quantificateurs si toute formule du langage de T est logiquement équi-
valente modulo T a une formule sans quanteur.

Proposition. Un théorie T universelle admet une modele-complétion T* si et seulement si T* est un
modele-compagnon de T et si T* élimine les quantificateurs.
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d’un polytope p-adique,
d’une partie de I'"”,[9
fonction
N-monomiale,
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INDEX

N-monomiale modulo U,,,,

Q-affine,

largement continue,

presque largement continue,
formule

du 1¢ ordre,

existentielle,

sans parametre,

universelle,

frontiere 0A = A\ A,
groupe des inversibles A, E

indice
d’un complexe simplicial,
d’un polytope,[13

langage,

largement continue
cellule,
fonction,

modele

existentiellement clos,
modeéle (d’une théorie),
modele de Kripke

général,

réduit,
modele-compagnon,
modele-complétion,
monomialisation,

monoplexe,
monoplexe cellulaire,

ordre fort
dans un espace topologique, [49
dans un treillis distributif,

P-minimale,
parametres (n, N, e, M),[I3
polytope

p-adique,

discret,
présentation d'un polytope discret,
propriété élémentaire (du 1¢ ordre),
propriété d’amalgamation,
pseudo-faces,[1§

quanteurs, 50
quasiment p-optimal,

radiale (fonction),
radiante (partie),
relativement ouvert,

satisfaction d’'une formule,
semi-algébrique

ensemble,

fonction, [

généralisé (corps valué), 5
simplexe

p-adique,

discret,
socle A, @ @
sous-structure, [5]]
spécialisation,
structure, [50

élémentairement équivalente a une autre,

existentiellement close,
support,[6,[9

systeme complet de <”-transitions,

terme (d’un langage),
théorie
éliminant les quantificateurs,
axiomatisation,
complete,
consistante,
d’une structure,
décidable,
du 1¢ ordre,
modele-compléte,
universelle,
treillis
échelonné,
échelonné atomique,
sous-échelonné,
distributif,
général,
géométrique,
localement complémenté,
noethérien,
opposé,
résiduel d'un anneau,
super-échelonné,
super-échelonné atomique,
topologiquement complémenté,
triangulation p-adique,

uniformisante,

variables libres,
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