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Traitement de données par I’analyse d’une courbe de
Lissajous pour la caractérisation d’un matériau

Laurent Autrique, Laetitia Perez
laurent.autrique@univ-angers.fr
LARIS, Polytech, Université d’ Angers, 62 avenue notre dame du lac, 49000 Angers

RESUME : L’analyse du comportement d’un systéme dynamique est proposée dans cette communication. L’objectif
est d’amener aux étudiants un ensemble de techniques dont la mise en ceuvre est toujours légitimée par un besoin spéci-
fique. La contextualisation de I’apprentissage leur permet de mieux appréhender I’ensemble des compétences mises en
jeu et d’acquérir le recul nécessaire a I’application de ces savoir-faire a d’autres thématiques scientifiques. Loin de la
posture d’un apprenant passif soumis & une accumulation de compétences qui lui semblent indépendantes les unes des
autres, 1’étudiant se positionne naturellement dans un environnement pluridisciplinaire. Il nous semble crucial de dé-
cloisonner les maticres abordées classiquement pendant une formation : ici, pour une méme problématique, seront mises
en ceuvre des compétences en thermique, modélisation, mathématique appliquées, simulation, analyse de données. ..

Mots clés : bureau d’étude, ingénierie, analyse de systémes, traitement des données, identification paramétrique.

1 INTRODUCTION

L’identification de paramétres nécessite un ensemble
de compétences et permet ainsi aux étudiants d’aborder
de nombreux champs disciplinaires en relation avec les
étapes suivantes :

- compréhension des phénoménes physiques,

- modélisation et simulation,

- analyse de sensibilité,

- conception optimale d’expériences,

- métrologie et acquisition des données,

- traitement des données,

- résolution d’un probléme inverse.

Pour cette étude, I’identification d’une caractéristique
thermique d’un matériau (la diffusivité thermique) ser-
vira de support afin d’illustrer plusieurs aspects de la
démarche que doit suivre un étudiant identifieur.
L’exemple est décrit de maniére a étre mis a disposi-
tion pour des étudiants de niveau L2&L3 dans des for-
mations généralistes. Sans matériel expérimental, il
peut étre déployé en séance de travaux dirigés (avec ou
sans logiciel de simulation numérique). Avec matériel
expérimental, il aura toute sa place dans une salle de
travaux pratiques pour des enseignements de métrolo-
gie ou d’analyse de systémes (identification paramé-
trique, par exemple). L’identification est réalisée en
étudiant la réponse thermique d’un échantillon soumis
a une sollicitation chauffante périodique. L’amplitude
des oscillations thermiques ainsi que leur déphasage
par rapport a I’excitation de référence renseignent sur
la nature du matériau. Ces observables seront considé-
rées avec 1’objectif d’identifier le paramétre clé qu’est
la diffusivité thermique du matériau.

Dans ce qui suit, la modélisation des transferts de cha-
leur est bri¢vement abordée en introduisant les nota-
tions nécessaires a la suite de I’étude. Ce modele ma-
thématique de connaissance est alors utilis¢ afin de
réaliser une analyse de sensibilité. Celle-ci a pour objet
de faciliter la compréhension générale des étudiants en
leur faisant réfléchir sur les effets des différents para-
metres régissant le comportement thermique du maté-
riau. Enfin, I’analyse de différents thermogrammes est
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présentée en mettant en évidence comment la représen-
tation sous forme de courbe de Lissajous est pertinente
et permet de tirer de nombreux enseignements des
données récoltées.

2 MODELISATION

2.1 Généralités

Le contexte des travaux précédemment menés dans [1]-
[2] est considéré. Rappelons qu’une source thermique
chauffe périodiquement la surface d’un échantillon. La

variable d’espace est notée x=(x)_  €R" ou

ne {1,2,3} :

- Dans [1] par exemple, un échantillon mince métal-
lique est étudié et la modélisation des transferts de
chaleur dans une géométrie 1D (n =1)est justifi¢e.

- Dans [2] par exemple, un matériau plan d’une

épaisseur non négligeable est considérée et dans ce
cas n=3.

- Enfin, si ’épaisseur du matériau (plaque) est suffi-
samment fine pour négliger les gradients dans
I’épaisseur (température identique sur les faces su-
périeures et inférieures) la géométrie 3D peut étre
réduite a une géométrie 2D (n=2).

En notant G(x,t) la température au point x € Q c R”

a D’instant ¢, 1’évolution thermique du matériau est

décrite par le modele mathématique suivant :

n 2
SeEiIs (o) VinexE (1)
29 .
—a—=g(xy)  V(nr)edxR (12)
0(x,0)=6, VxeQ (1.3)

A noter que dans 1’équation (1.2) précédente décrivant

.. . . 0 .
les conditions limites, la notation ™ représente la
7]

dérivée normale a la frontiere et dirigée vers
P’extérieur. Le modéle ci-dessus doit étre soigneuse-
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ment expliqué aux étudiants. Il est issu d’un bilan
énergétique (loi de Fourier) et permet de disposer d’un
modé¢le de connaissance a la validité établie. La diffu-

sivité thermique est notée o, et s’exprime en [mQ.s'lJ .
La température initiale 6(x,0) est supposée constante
et égale a 0,. La définition des termes f(x,7) et

g(x,t) dépend de la configuration étudiée.

2.2 Pour une géométrie 3D...

Si n=3 alors, dans la configuration étudiée,
f(x,£)=0 et la sollicitation thermique périodique en

surface du matériau 0Q est décrite par :
o /. h
x,t)=———(sin(wt)+1)+—(0-0 2

#(e)=~Lsin(ar)+1)+ 2 (0-0) (2
Dans cette équation Q est la densité de puissance
maximale de la chauffe en [sz] , ® la pulsation en
[rad.s’l], h le coefficient d’échange convectif en
[W.m'2 .K'l] et pC la capacité thermique volumique
en [J.m’3.K’l} )
2.3 Pour une géométrie 2D ou 1D...

Si ne {1,2} alors, dans la configuration étudiée,
g(x,t) =0 et la sollicitation thermique périodique est

décrite par :

£ (w0)= szCe(sin(m)H)_é(e_eo),

ou e en [m] est I’épaisseur du matériau. A noter que
quelle que soit la géométrie étudiée n e {1,2,3} ,0=0

pour la surface non chauffée du matériau.

3 MODELISATION D’UNE CONFIGURATION
ACADEMIQUE

3.1 Les données et le modéle 3D

La situation étudiée ci-aprés est inspirée de [1]. On
considére ~ un  clinquant  d’acier  (épaisseur
e=0.5x10"m). La variable d’espace  est
(x,.%,,xy) €[-L,L]x[1,[]x[0,e] et L=0.03m et
[=0.02m. Sur la face supérieure du matériau
(x3 :e), une source chauffante sollicite périodique-

ment la moitié de la surface (xl < O). La condition aux

limites sur cette zone chauffée est donnée par (2) Une

simulation numérique est réalisée avec les données du
tableau I. Sur la figure 1, I’évolution des températures
obtenue par simulation basée sur la méthode des élé-
ments finis mise en ceuvre avec Comsol© (dans le
cadre d’une géométrie 3D pour laquelle I’épaisseur du
clinquant d’acier est prise en compte) est montrée.

tableau 1 : Parametres d’entrées pour un acier
a=13x10" m’s”

pC =3.846x10° I.m™ K’

h=10 W.m>.K"
®=21x0.01rad.s" (fréquence de 0.01 Hz)
0,=291K
Q:2><103 W.m>
306
304
< 30
% 298 -
g
2 296

294

297 ........ ......... ................. ......... et
fig 1 : Température en (0,0,e) en rouge et en (0.01,0,e) e
bleu.

Cette figure 1 permet de montrer que le régime établi
est atteint aprés environ 8 périodes. La sollicitation

chauffante étant uniquement appliquée pour (x1 < 0) il
est évident que 1’amplitude des oscillations de tempéra-
ture décroit lorsque x, augmente (en étant positif).

3.2 Réduction a une configuration 1D

Se référant a [1], la résolution des équations
(1.1)-(1.3) pour une géométrie 1D (n=1) dans la-

quelle
ZQC ej“”—h—g si x<0
f(xr)=1P"¢ P et g(x.1)=0,
ho .
-— si x20
pCe

permet de décrire 1’évolution thermique en régime éta-
bli (oscillations autour d’une température moyenne) en
se basant sur la notion de température complexe 6. Si
la pulsation de la source chauffante est choisie de ma-

niere a ce que @ >> alors :

pCe
(9(x,t) = iRe(é(x,t )

o [ xj . [ X ﬂj (3)
~ exp| —— |sin| wt————
2wpCe Y7 o2

U= /2—0! = /i étant la longueur de diffusion [m].
o zf




Considérant les données du tableau I. les valeurs sui-
vantes sont obtenues :

Ry 0.0052 s
pCe

®~0.0314 rad.s’
1 ~0.0203 m

e \ h S

Considérant que ’hypothése @ >>—— est valide il
pCe

est judicieux de s’assurer que les amplitudes obtenues

par simulation numérique du modéle 3D (voir un

exemple figure 1) sur la face supérieure (x3 = e) et les

amplitudes de la solution analytique de 1’équation (3) :

|§| = 0 exp[—il sont cohérentes.
2wpCe i

tableau Il : Comparaison des résultats de la simulation
numeérique (3D) et solution analytique - module
Amplitude  Solution  Erreur
modele 3D analytique relative

X =0 413 4.14 0.3%
x, =1mm 3.91 3.94 0.9%
X, =2mm 3.69 3.75 1.6%
x, =3mm 3.50 3.57 2.0%
x, = 4mm 331 3.40 2.5%
X, =5mm 3.15 3.24 2.8%
X, =6mm 2.99 3.08 3.1%
x, =7mm 2.84 2.93 3.3%
X, =8mm 2.70 2.79 3.2%
X, =9mm 2.58 2.66 3.1%
x, =10mm 2.46 2.53 2.6%

La moyenne des erreurs relatives est d’environ 2.3% ce
qui est trés satisfaisant et valide la pertinence de la so-

lution analytique (3). La précision pourrait étre amé-
liorée en augmentant la fréquence (de maniére a véri-
h . -
fier que @ >>—— mais cela diminue le module et
pCe
peut rendre I’observation plus délicate a cause d’un
mauvais ratio signal/bruit).

3.3 Détermination de la diffusivité thermique a
partir de ’observation du module

Lors d’une expérimentation, la connaissance des para-
meétres {Q, w,p,C ,e} permet a partir du module obser-

vé en x, d’estimer la longueur de diffusion :

1 -1 2pre|9| —x,
—=—hl— > y=—-"1——
Hoox 0 2pre|9|
nf ————
Q

Et donc la diffusivité thermique :

® , ox,’
a=—u = a= —
2 2pre|9|
2| In| ———
0

3.4 Détermination de la diffusivité thermique a
partir de ’observation du déphasage

Outre le module présenté dans le tableau précédent,
une caractéristique extrémement importante de la ré-
ponse harmonique en température est le déphasage de
I’onde thermique qui augmente quand la distance a la
zone chauffée croit. Ce déphasage est visible dans la
figure 1. Il peut facilement étre calculé a I’aide d’un
algorithme a détection synchrone [1] de maniére a fa-
voriser 1’acculturation des étudiants aux probléma-
tiques expérimentales. Ce déphasage par rapport au
signal de référence (arbitrairement choisi en x, =0) est
obtenu a ’aide de la résolution numérique du modele
3D. Il est comparé dans le tableau III au déphasage de
la solution analytique exprimée dans 1’équation (3) :

b= (4)

tableau I1I : Comparaison des résultats de la simula-
tion numérique (3D) et solution analytique - déphasage

Déphasage  Solution  Erreur
modéle 3D analytique relative

x =0 0 0
x, =1mm -3.0° -2.8° 5.0%
x, =2mm -5.9° -5.6° 5.4%
X, =3 mm -9.0° -8.4° 6.2%
X, =4mm -12.1° -11.3° 7.0%
X, =5mm -15.2° -14.1° 8.0%
x, =6mm -18.4° -16.9° 8.9%
x, =7 mm -21.7° -19.7° 9.9%
X, =8 mm -25.0° -22.5° 10.8%
X, =9 mm -28.3° -25.3° 11.7%
x, =10 mm -31.7° -28.2° 12.6%

Il est important de noter dans 1’équation (4) que

I’expression du déphasage en fonction de la distance
x, est une fonction affine et que sa représentation gra-
phique est une droite de coefficient directeur

-1 w . .
—:—1/—. Autrement dit la connaissance de ce
7 2a

coefficient directeur permet la détermination de la lon-
gueur de diffusion ux et donc de la diffusivité ther-

mique : « =5 4* .Contrairement & la méthode basée

sur ’observation du module qui nécessite la connais-



sance de nombreux paramétres {Q,m,p,C.e},

I’observation du déphasage ne nécessite que la con-
naissance de la fréquence d’excitation.
Dans le cas du modéle 3D, on obtient un coefficient

directeur de : _—1 ~-55.8m™ et donc une diffusivité
7

thermique de a ~1.01x10”° m’.s” .Dans le cas de la

solution analytique (hypothése des transferts ther-
miques 1D), on obtient un coefficient directeur de:

-1
Y7
a~1.30x10" m?.s™.

Dans le tableau I, la diffusivité thermique exacte est
0 =1.3x10" m>.s'. Méme si la valeur identifiée sur

~—-492m™ et donc une diffusivité thermique de

la base des déphasages simulés a I’aide du modele 3D
pourrait sembler moins précise, il convient de préciser
aux ¢étudiants que la diffusivité thermique des maté-
riaux couvre une plage extrémement grande (de

5x10% m*>s’  pour certains  élastoméres  a

3x10™* m*.s" pour le diamant), voir [3-4] et annexe.

Les aciers, compte tenu de leurs variations de composi-
tions, ont une diffusivité thermique comprise en géné-

ral entre 2x107° < <3x107° m’.s™ ; voir [4] et an-

nexe. Ainsi les deux approches comparées conduisent
bien a une identification réaliste de la diffusivité du
matériau. Dans cette section différentes problématiques
ont été abordées: modélisation des transferts ther-
miques par conduction, réduction de modéle, identifi-
cation de la diffusivité thermique a 1’aide de la mesure
de déphasage en différents points de 1’échantillon.

4 DE L’INTERET DE L’ANALYSE DE LA
COURBE DE LISSAJOUS

4.1 Généralités

La méthode de Lissajous est issue des travaux de Jules-
Antoine Lissajous (1822-1880), mathématicien et phy-
sicien frangais. Cette méthode utilisée en ¢€lectronique
permet de calculer le déphasage temporel entre deux
signaux sinusoidaux en étudiant sur 1’écran d’un oscil-
loscope l'ellipse qu'ils forment dans le mode X-Y (une
tension en abscisse et 1’autre en ordonnée). Différents
aspects de cette méthode sont rappelés dans [5].

Considérons dans notre cas les deux signaux dépha-

sés que sont u,, () la chauffe et u,, (¢) la mesure :

ref

U,y (1) =u, sin(wr)

u,, (t)=u, sin(ot+¢)
A noter que pour la thématique abordée dans cet atelier
avec les étudiants, la mesure est toujours en retard sur
la chauffe. En effet, un certain temps est nécessaire
pour que 1’énergie se transporte par conduction dans le
matériau et le déphasage ¢ est ainsi toujours négatif.

En tragant  Y(¢f)=u,(t) en fonction de
X(t)=u,, (¢) on obtient une ellipse.

En effet, en exprimant le temps en fonction de X (l) et

Y(t):

on déduit :

Y(t)=u sm(arcsm{ ] j
{X . ( {X ] }
=u, cos (—cos| arcsin sin¢@
u

2
=u, X(Z)coscp— 1—[X(t)J sin @
um um

Ainsi :
Y( ) X X (t
COS(p— 1- sin ¢
u,
Y X
{ﬂ— (t)cosq)] [—t)j sin”> p—sin =0
u?‘ m um

Cette derniére équation est celle d’une ellipse :
AX?+BXY+CY’+DX+EY+F =0

1 -2
avec : =— B:ﬂ
um urum
1
C=— D=0
uV
E=0 F=—sin’¢

En effet, on peut écrire I’équation précédente sous la
forme matricielle :

B
4 2 l(x X
(X 1) + (D E) +F=0
B Y Y
- C
2 partie linéaire
partie quadratique
et on vérifie aisément que
A B BY
det 2 AC—(—) >0. En effet
B 2
— C
2
2 2 2
AC>(§) >0 car AC=—— et @J S
m-r umur

Une fois établi que ’ensemble de points (X(t),Y(t))

est une ellipse, il est aisé d’en extraire le déphasage ¢
(négatif dans la configuration étudiée): lorsque



Y(t)=u,, (t)=u,sin(o0r)=0 alors wf=kn. Ainsi,

. km
aux nstants t =— ona:
®

X(k—nj =u, sin(kn+@)
)

=u,, [ sin(km)cos ¢+ cos (kn)sing |
=tu, sing
Le maximum de X(¢)=u,, (1)=u,sin(wr+¢) est

u,, , obtenu par lecture graphique.

—

)
A

=2u, sing

um ,(I)
Q?\\
I

i

5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 s

u (1)
mes

fig 2 : Exemple de courbe de Lissajous.

. b . (b}
Comme sing=— = ¢@=arcsin| — |.
a a

4.2 Exemple d’application

Considérons la situation étudiée dans la troisiéme par-
tie. Il s’agit bien d’une configuration pouvant étre étu-
diée a I’aide de la méthode de Lissajous pour laquelle
le signal de référence peut étre 1’évolution de la tempé-

rature observée en (0, O,e) et le signal mesuré serait la
température 1cm plus loin en (0.01, 0,8).

Sur la figure 1, il faudrait attendre le régime établi pour
utiliser 1’hypothése de réduction au modele 1-D pour

laquelle a partir de 1’équation (3) on aurait :

Y(1)=u,, (1) =—2 sin(mt—%}

- 20pCe
X(t)=u,, (t)= 0 exp| == sin(cot— —Ej
mes ZmpCe p u (P 2

avec x=0.01 et ¢:—i.

11 faudrait donc attendre au moins 8 périodes pour utili-
ser la méthode de Lissajous. Il est toutefois intéressant

de visualiser comment se comporte le tracé de
(X(t),Y(t)) des les premiers instants :

Yit)

e ] ;

=25 <20 =15 =10 L o H
X0

fig 3 : Visualisation de [’atteinte du régime établi par la mé-

thode de Lissajous.

Sur la figure 3 (que I’on peut comparer avec la figure
1) la courbe en rouge correspond a la premiére période,
la courbe en bleu a la seconde période, la courbe en
vert a la troisiéme, etc.

A partir de la septiéme période (en noir ; la huitiéme
étant en rouge), on remarque que 1’ellipse peut étre
obtenue et exploitée.

Dans la configuration étudiée, I’effet du bruit de me-
sure sur le tracé de I’ellipse en régime établi peut aussi
étre visualisé. Pour ce faire, a partir des « vraies » me-
sures obtenues figure 1, différents bruits de mesure
réalistes peuvent étre considérés. Il s’agit d’un bruit
gaussien de moyenne nulle et de différents écart-types
dont ’ordre de grandeur est similaire a ce qui est ren-
contré en expérimentation. Les principales sources de
bruit peuvent étre des modifications éphémeres des
échanges convectifs en surface de 1’échantillon obser-
vé. Les tracés correspondants sont visualisés sur la fi-
gure 4.

Comme attendu, il est aisé sur la figure 4 de recon-
naitre les formes d’ellipse qui sont attendus quand on

trace Y (t) en fonction de X (t) 11 peut alors étre pro-

posé aux étudiants d’utiliser un abaque méme si cela
est de moins en moins utilisé dans les formations. Cela
est dommage selon nous car ils permettent de manipu-
ler des concepts de modélisation, de comportement
attendu et surtout ameéne une réflexion personnelle sur
la fiabilité ainsi que sur ce que I’on peut faire dire aux
données. Dans notre cas, la figure 5 peut étre considé-
rée avec le bruit gaussien d’écart-type de 0.5.

Sur la figure 5, il est aisé de voir que méme avec un
bruit de mesure important 1’ellipse noire est la plus
cohérente avec les données. Nous sommes bien en pré-
sence d’un échantillon d’acier.



Y

Yo

0
X

fig 4 : Effet du bruit de mesure sur la méthode de Lissajous
(en haut écart-type de 0.1 ; en bas écart-type de 0.5).

5 CONCLUSION

Dans cette communication, il a été exposé pour une
problématique d’identification paramétrique la mise en
ceuvre de plusieurs savoir-faire que nos étudiants peu-
vent acquérir dans nos formations. Cela se traduit trop
souvent pour eux par une accumulation de connais-
sances sans qu’ils se rendent compte des liens entre
celles-ci. C’est pourtant a partir de la compréhension
de ses différents niveaux de connexion que 1’étudiant
peut tendre vers une maitrise plus compléte d’un sujet
et pourra se comporter de maniére autonome devant
des problémes de plus en plus complexes. Sur cette
thématique dédiée, il est raisonnable de consacrer une
douzaine d’heures dont la plupart en mode hybride
avec quelques vidéos courtes expliquant les clés de la
démarche.

(1)
T

-6 -4 -2 2 4 6

0
Xtt)
fig 5 : Ellipses obtenues pour diverses diffusivités thermiques

(vert: a=5x10" m’s™ ; noir : a=10" m’.s” ; violet :

a=5%x10" m’.s™).
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