
HAL Id: hal-02709490
https://univ-angers.hal.science/hal-02709490

Submitted on 1 Jun 2020

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Calcul par Contraintes de Motifs Ordonnés
Vincent Vigneron, David Lesaint, Barry Hurley, Deepak Mehta, Barry

O’Sullivan

To cite this version:
Vincent Vigneron, David Lesaint, Barry Hurley, Deepak Mehta, Barry O’Sullivan. Calcul par Con-
traintes de Motifs Ordonnés. 12èmes Journées Francophones de la Programmation par Contraintes
(JFPC), 2016, Montpellier, France. pp.143-152. �hal-02709490�

https://univ-angers.hal.science/hal-02709490
https://hal.archives-ouvertes.fr


Actes JFPC 2016

Calcul par Contraintes de Motifs Ordonnés

Vincent Vigneron1 ∗David Lesaint1 Barry Hurley2 Deepak Mehta2 Barry O’Sullivan2

1 LERIA, Université d’Angers, France
2 INSIGHT Centre for Data Analytics, University College Cork, Ireland

{firstname.lastname}@{univ-angers.fr, insight-centre.org}

Résumé
La recherche de patrons ou d’itemsets fréquents

a de nombreuses applications allant de la bioinfor-
matique au marketing. Nous présentons le langage
MMP (Maximal Matrix Problem) pour modéliser ces
problèmes par une matrice de variables à domaines fi-
nis et un ensemble de contraintes matricielles. L’objec-
tif est de déterminer une sous-matrice maximale cohé-
rente, i.e., dont l’affectation des variables dans sa por-
tée satisfait les contraintes et qui ne peut s’étendre en
ligne en restant cohérente. Nous donnons une modéli-
sation PPC du problème MMP et présentons différents
types de contraintes matricielles. Nous étudions en-
suite l’ordonnancement total ou partiel de patrons pré-
localisés sur des séquences et permettant d’exclure
des séquences prédéfinies. Nous présentons deux
programmes par contraintes pour résoudre ces MMP
ainsi qu’un algorithme génétique s’appuyant sur ces
programmes pour passer l’échelle. Les résultats ex-
périmentaux obtenus sur des jeux de séquences pro-
téiques attestent de l’efficacité de l’approche.

Abstract
Itemset and pattern mining has numerous appli-

cations ranging from Marketing to Bioinformatics. We
introduce a language, dubbed Maximal Matrix Pro-
blem (MMP), to model such problems. An instance of
MMP is based on a matrix of finite domain variables
and a set of matrix constraints. A solution is a maxi-
mal consistent submatrix whose assignment of the va-
riables in its scope satisfies the constraints but can-
not be extended over additional lines while preserving
consistency. We propose a generic CP model for MMP
and present various types of matrix contraints. We
then tackle the problem of partially or totally ordering
patterns that have been prelocalized over sequences
in order to exclude predefined sequences. We present
two CP models to solve these MMP together with a ge-
netic algorithm. Experiments on datasets of protein se-
quences demonstrate the efficiency of the approach.
∗Papier doctorant : Vincent Vigneron1 est auteur principal.

1 Introduction

La programmation par contraintes (PPC) offre une al-
ternative générique et efficace aux méthodes ad-hocs pour
résoudre des problèmes de fouille de données. Différents
modèles de PPC ont notamment été proposés pour la re-
cherche d’itemset fréquent [3, 4] et de patrons [1, 10, 9].
Cet article propose un langage à base de contraintes,
nommé Maximal Matrix Problem (MMP), pour modéli-
ser et résoudre de tels problèmes. Une instance de MMP
se définit par un domaine de matrices partiellement or-
donné et un ensemble de contraintes matricielles. Une ma-
trice résulte du choix d’une portée, prise sur un ensemble
prédéfini de lignes (e.g., transactions, chaînes) et de co-
lonnes (e.g., items, caractères), et du choix d’un coeffi-
cient pour chaque cellule de la portée, pris sur un domaine
fini (e.g., absence/présence d’items, localisation de pa-
trons).L’extension d’une matrice par adjonction de lignes
ou de colonnes et choix de coefficients détermine un ordre
partiel sur le domaine matriciel. L’objectif est de détermi-
ner une matrice maximale cohérente.

Considérons la table en Figure 1 qui se compose d’un
ensemble de patrons prélocalisés dans un jeu de sé-
quences étiquetées positive ou négative. Une modélisa-
tion MMP consiste à associer les séquences aux lignes,
les patrons aux colonnes et l’ensemble des localisations
possibles au domaine de coefficients. Afin de discrimi-
ner séquences positives et négatives, on peut rechercher
des patrons totalement ordonnés par leurs localisations sur
les séquences positives mais dont l’ordre ou l’occurrence
ne tient plus sur les séquences négatives. La matrice de
portée ({s1, s2}, {CC,DD}) et coefficients (s1,CC) = 9,
(s1,DD) = 5, (s2,CC) = 3 et (s2,DD) = 1 est solution
du problème : ses coefficients sont conformes aux localisa-
tions autorisées ; elle couvre les lignes étiquetées positives ;
ses colonnes satisfont l’ordre {CC > DD} ; aucune combi-
naison de localisations autorisées pour CC et DD ne satisfait
cet ordre sur s3 ; et CC n’admet aucune localisation sur s4.



Autrement dit, la matrice est cohérente avec les contraintes
de base de données, de portée positive et d’ordre total, toute
extension sur s3 viole la contrainte d’ordre total et toute
extension sur s4 viole la contrainte de base de données. En
ce sens, elle est cohérente et maximale en ligne. Elle l’est
aussi en colonne, l’ordre ne pouvant être prolongé sur AA.

Nous restreignons le langage de contraintes matricielles
aux contraintes de portée, de coefficients et de domaine.
Les premières ne dépendent pas des choix de coefficients
(e.g., un seuil de fréquence sur le nombre de lignes), les se-
condes ne dépendent pas des choix d’identifiants de lignes
et de colonnes (e.g., égalité entre coefficients de toute por-
tée) tandis que les contraintes de domaine restreignent les
coefficients selon la portée mais indépendamment les uns
des autres (e.g., compatibilité avec une base de données).
Ces restrictions permettent de formuler la recherche de
matrice cohérente comme un CSP et restent suffisamment
souples pour modéliser des besoins pratiques en fouille
d’itemsets ou de patrons. Le CSP se compose de variables
représentant la portée et les coefficients de la matrice à dé-
terminer, de contraintes d’indexation permettant d’anony-
miser la portée, et d’une collection de contraintes modéli-
sant chaque contrainte matricielle. L’encodage est linéaire
en la taille maximum de matrice.

Établir la maximalité d’une matrice cohérente suppose
de tester toute extension possible, c’est à dire, tout choix
de coefficients sur tout sur-ensemble de lignes et de co-
lonnes. Ce calcul est prohibitif dans le cas général puis-
qu’il suppose d’évaluer un nombre d’extensions double-
ment exponentiel. Il se simplifie si toute contrainte matri-
cielle est monotone en ligne et en colonne (i.e., toute ex-
tension préserve la cohérence) ou bien anti-monotone (i.e.,
toute extension préserve l’incohérence). Sous cette hypo-
thèse, une matrice cohérente est maximale si elle exclut
chaque ligne et chaque colonne hors portée, i.e., si l’ad-
jonction d’une ligne/colonne résulte en une matrice inco-
hérente quel que soit le choix de coefficients des cellules
adjointes. La preuve de maximalité peut ainsi se décompo-
ser en excluant chaque ligne et chaque colonne séparément.

séquences +/- patrons
AA CC DD

s1 = AACCDDAACCDD + {1,7} {4,9} {5,11}
s2 = DDCCAADDCDD + {5} {3} {1,7,10}
s3 = AACCAADDEDD - {1,5} {3} {7,10}
s4 = DDAADDAA - {3,7} ∅ {1,5}

FIGURE 1 – Une base de séquences constituée des posi-
tions de départ de différents patrons.

L’exclusion d’une ligne/colonne reste toutefois difficile
puisque ce problème se ramène à la résolution d’un co-
CSP : prouver que chaque combinaison de coefficients
sur les cellules adjointes résulte en une extension violant
une ou plusieurs contraintes anti-monotones. Nous pro-
posons une résolution approchée en testant une condition
d’exclusion forte. Il s’agit de déterminer si toutes les ex-

tensions satisfaisant les contraintes de domaine violent une
même contrainte sur la ligne considérée. Chaque contrainte
peut donc être traitée séparément et, en cas de succès, jus-
tifier à elle seule de l’exclusion de la ligne relativement à
la base de données. Par exemple, la matrice présentée plus
haut exclut fortement s3 avec la contrainte d’ordre total et
s4 avec la base de données. A l’inverse, la matrice de por-
tée ({s1, s2}, {AA,DD}) et de coefficients (s1,AA) = 1 ,
(s1,DD) = 5, (s2,AA) = 5, (s2,DD) = 10 satisfait les
contraintes d’ordre total ({AA < DD}) et d’écart minimum
de 4 entre cellules de ligne. Elle ne s’étend pas sur s4, les
contraintes étant violées par toute extension. Pour autant,
aucune des contraintes ne suffit à exclure s4 à elle seule.

L’exclusion forte approxime donc l’exclusion totale
mais elle est équivalente pour certains langages de
contraintes matricielles. D’autre part, elle peut être de
coût polynomial selon le langage. En outre, elle permet
une algorithmique modulaire qui combine des propaga-
teurs PPC dédiés à la cohérence avec des routines d’ex-
clusion forte propres à chaque contrainte et appliquées à
chaque ligne/colonne hors portée (routines appelées co-
propagateurs). Enfin, les contraintes constituent des expli-
cations qui peuvent être mise à profit dans un contexte in-
teractif où l’utilisateur affine son problème par ajout et re-
trait de contraintes, ou ré-étiquetage de lignes ou colonnes.

Le reste de l’article s’organise comme suit. La section 2
définit le problème MMP et donne une formulation PPC
du calcul de matrice cohérente. La section 3 esquisse une
modélisation MMP des problèmes de recherche d’itemsets
et de patrons et présente quelques contraintes matricielles
fondamentales. La section 4 se focalise sur la recherche de
matrice de dimension bornée et sujette aux contraintes de
base de données et de préservation de l’ordre requis, qu’il
soit total ou maximum partiel. Nous montrons que ces pro-
blèmes sont NP-complet. Sont ensuite présentés des co-
propagateurs pour les contraintes d’ordre total et d’ordre
partiel maximum ainsi qu’un modèle complet et une ap-
proche génétique pour résoudre chaque problème. La sec-
tion 5 présente une validation expérimentale sur des jeux
de données biologiques qui confirment l’intérêt et les per-
formances de l’approche. Enfin, la section 6 fait un rapide
état de l’art et la section 7 présente quelques perspectives.

2 Maximal Matrix Problem

Nous formalisons dans cette section les notions de ma-
trice, contrainte et extension sur un type matriciel et pré-
sentons le problème de décision MMP. On notera [k] l’in-
tervalle {j ∈ N | 1 ≤ j ≤ k} pour tout k ∈ N+, et
f(S) l’ensemble {f(u) | u ∈ S} pour tout f : A → B,
S ⊆ A. Un type matriciel se définit par un ensemble or-
donné d’identifiants de lignes et de colonnes et par un do-
maine fini pour les coefficients matriciels. L’ordre choisi
est arbitraire et sans incidence sur les solutions d’une ins-



var 1..p : m; (1)

array[1..p] of var 1..p : s1; (2)

nvalue(s1,m); (3)

increasing(s1); (4)

s1[p] == s1[m]; (5)

var 1..q : n; (6)

array[1..q] of var 1..q : s2; (7)

nvalue(s2, n); (8)

increasing(s2); (9)

s2[q] == s2[n]; (10)

array[1..p, 1..q] of var D : v; (11)

FIGURE 2 – Modélisation PPC de type matriciel.

tance de MMP. Sans perte de généralité, on supposera donc
que les lignes et les colonnes sont numérotées (i.e., identi-
fiées par des entiers) et triées en ordre croissant.

Définition 1 (Type matriciel). Un type matriciel M est un
triplet 〈p, q,D〉 tel que p ∈ N+, q ∈ N+, et D est un
ensemble fini. Les éléments de [p], [q] et D sont appelés,
respectivement, lignes, colonnes, et coefficients de M .

Une matrice se définit par le choix d’une portée et de co-
efficients sur cette portée relativement à un type donné. Ces
choix caractérisent la dimension de la matrice en termes de
nombre de lignes et de colonnes. Portée et coefficients se
définissent par des fonctions d’indexation qui partagent les
mêmes domaines de définition et assurent une représenta-
tion canonique de toute matrice.

Définition 2 (Matrice). Soient M = 〈p, q,D〉 un type ma-
triciel, m ∈ [p], et n ∈ [q]. Une matrice de type M et di-
mension (m,n) est une paire (s, v) telle que s = (s1, s2),
s1 : [m]→ [p], s2 : [n]→ [q], v : [m]× [n]→ D avec s1

et s2 strictement croissantes. s et v sont appelés portée et
coefficients de x, respectivement.

On notera (s, v)m,n pour indiquer la dimension (m,n)
d’une matrice (s, v). L’ensemble des matrices de type M
et taille (m,n) est dénoté JMm,nK et l’ensemble des ma-
trices de type M est dénoté JMK = ∪

m∈[p],n∈[q] JMm,nK.
La figure 2 présente une modélisation PPC de type matri-
ciel. Les variables m (1) et n (6) représentent le nombre
de lignes et de colonnes de la matrice à déterminer. Les ta-
bleaux de variables d’indices s1 (2) et s2 (7) représentent
les fonctions d’indexation de portée. Les contraintes nvalue
(3), increasing (4) et élément (5) assurent que s1 est stric-
tement croissante sur [m], les valeurs d’indice de ligne au
delà du rang m étant forcées à celle du rang m. La modé-
lisation est symétrique pour les colonnes (contraintes (8),
(9) (10)). Le tableau de variables v (11) modélise les coef-
ficients à déterminer, comme expliqué ci-après.

Une contrainte matricielle est une relation unaire sur le
domaine matriciel qui se décompose en p × q relations.
Chaque sous-relation est associée à une dimension de ma-
trice (m,n) et utilisée de manière exclusive pour tester
toute matrice (m,n) (condition (1) de la définition 3). Nous
nous limitons à trois classes de contraintes : les contraintes
de portée (condition (2)), les contraintes de coefficients

among(p, s1, positives); (1)

n ≥ threshold; (2)

∀i = 1..p, j = 1..q,

(m == i/\n == j) => allequal([v[k, l]|k = 1..i, l = 1..j]); (3)

∀i = 1..p, j = 1..q, v[i, j] in db[s1[i], s2[j]]; (4)

FIGURE 3 – Modélisation PPC de contraintes matricielles.

(condition (3)), et les contraintes de domaine (condition
(4)). La sémantique des contraintes de portée est indépen-
dante du choix de coefficients. Celle des contraintes de co-
efficients est indépendante du choix de portée. Autrement
dit, ces contraintes s’appliquent à des portées anonymisées.
Les contraintes de domaine sont les seules contraintes ma-
tricielles liant portée et coefficients mais sont décompo-
sables par restriction au niveau cellulaire.

Nous formalisons l’opération de restriction comme suit.
Pour toute matrice x = (s, v)m,n et tout I ⊆ s1([m]),
J ⊆ s2([n]), il existe K = {i1, . . . i|I|} ⊆ [m] et L =
{j1, . . . j|J|} ⊆ [n] tels que i1 < i2 < . . . i|I|, j1 < j2 <
. . . j|J|, s1(K) = I et s2(L) = J . K et L sont uniques et
on note s1I : [|I|] → [p], s2J : [|J |] → [q], vIJ : [|I|] ×
[|J |] → D définis par s1I(k) = s1(ik), s2J(l) = s2(jl) et
vIJ(k, l) = v(ik, jl) (k ∈ [|I|], l ∈ [|J |]). ((s1I , s2J), vIJ)
est la matrice, dénotée xIJ , obtenue par restriction de x
aux lignes de I et colonnes de J . On notera xij la matrice
x{i}{j} pour tout i ∈ s1([m]), j ∈ s2([n]).

Définition 3 (Contrainte matricielle). Soit M un type
matriciel. Une contrainte c de type M est une relation
unaire sur JMK associée à un ensemble {cm,n| cm,n ⊆
JMmnK,m ∈ [p] , n ∈ [q]} et vérifiant la condition

∀m ∈ [p] , n ∈ [q] , x ∈ JMm,nK, c(x)⇔ cm,n(x) (1)

et l’une au moins des conditions suivantes :

∀(s, v), (s, v′) ∈ JMK, c((s, v))⇔ c((s, v′)) (2)
∀(s, v), (s′, v) ∈ JMK, c((s, v))⇔ c((s′, v)) (3)

∀x = (s, v)m,n ∈ JMK, c(x)⇔ ∧
i∈s1([m])
j∈s2([n])

c(xij) (4)

La figure 3 illustre ces trois classes de contraintes. La
contrainte de portée (1) impose que les lignes soient éti-
quetées positive par le biais de la contrainte among. La
contrainte de portée (2) impose un seuil de fréquence en
colonne. La contrainte de coefficients (3) impose l’égalité
de tout coefficient dans la portée par le conditionnement de
p× q contraintes allequal. Enfin, la contrainte de domaine
(4) impose la compatibilité avec une base de données db
encodée par un tableau p × q de sous-domaines de D (qui
peuvent être vides ou égaux à D).

L’extension en ligne d’une matrice traduit l’adjonction
d’une seule ligne à la portée avec choix de coefficients,



mais sans ajout de colonnes ni changement des coefficients
de la matrice. L’extension détermine donc un ordre partiel
sur le type matriciel.

Définition 4 (Extension matricielle). Soient x = (s, v)m,n
et x′ = (s′, v′)m′,n′ deux matrices de type 〈p, q,D〉 et i ∈
[p]. x′ étend x sur i, dénoté x @i x′, si et seulement si
{i} = s′1([m′]) \ s1([m]) ∧ s′2 = s2 ∧ v′s1([m])s2([n]) = v.

Une instance de MMP se définit par un type matriciel
et un ensemble de contraintes scindé en contraintes de do-
maine, de coefficients et de portée. Comme leur nom l’in-
dique, ces dernières sont utilisées pour controler la portée
de matrice et ne sont donc pas prises en compte dans le
calcul de maximalité, i.e., l’exclusion ne se jauge qu’avec
les contraintes de domaine et de coefficients. Précisément,
une solution de MMP est une matrice cohérente avec les
contraintes et maximale pour l’exclusion forte relativement
aux contraintes de domaine et de coefficients, i.e., une
matrice qui satisfait les contraintes sur sa portée et dont
l’extension en ligne viole systématiquement une même
contrainte, la contrainte étant à déterminer pour chaque
ligne. Étant donné un ensembleC de contraintes de typeM
et x ∈ JMK, on utilisera C(x) en lieu et place de ∧

c∈Cc(x).

Définition 5 (MMP). Une instance de MMP est une paire
µ = 〈M,C〉 tel que M = 〈p, q,D〉 est un type matriciel et
C = Cd ∪· Cs ∪· Cv est un ensemble de contraintes de type
M partitionné en contraintes de domaineCd, de portéeCs,
et de coefficients Cv . µ est satisfiable si et seulement si la
proposition suivante est vérifiée :
∃x ∈ JMK, C(x)

∧
∧
i∈[p]

∨
c∈Cv

(
∀y ∈ JMK, (Cd(y) ∧ x @i y)⇒ ¬c(y)

)
.

Une solution x de 〈M,C〉 est donc une matrice cohé-
rente (i.e., satisfaisant C) et maximale (i.e. excluant forte-
ment chaque ligne i hors portée par une contrainte de co-
efficients c spécifique à i). La figure 4 présente une modé-
lisation PPC de la procédure d’exclusion forte dans le cas
où, pour chaque contrainte de coefficients de l’instance, ce
problème est polynomial. La procédure repose sur un un ta-
bleau de variables pseudo-booléennes r (1) où r[i] vaut 1 si
et seulement si la ligne i est dans la portée (contraintes (2)
et (3)). Chacune de ces variables conditionne la tentative
d’exclusion forte de la ligne si elle est hors portée. L’exclu-
sion s’établit par une disjonction de contraintes d’exclusion
(4). La contrainte d’exclusion copk(i, db, s1, s2, v) est as-
sociée à la k-ième contrainte de coefficients, c, et a pour
sémantique (∀y ∈ JMK, (dB(y) ∧ x @i y) ⇒ ¬c(y)),
où x correspond à la matrice candidate (m,n, s1, s2, v).
On présente en section4 des co-propagateurs décidant ces
contraintes pour les contraintes matricielles d’ordre.

array[1..p] of var 0..1 : r; (1)

m =
∑

i=1..p

r[i]; (2)

∀i = 1..p, r[s1[i]] == 1; (3)

∀i = 1..p,

(r[i] == 0) => (cop1(i, db, s1, s2, v)||..||copt(i, db, s1, s2, v)); (4)

FIGURE 4 – Modélisation PPC de l’exclusion forte.

3 Modélisation et contraintes MMP

Nous présentons dans cette section quelques prédicats
matriciels ainsi qu’une modélisation possible de problèmes
de recherche d’itemsets et de patrons. La table 1 formalise
les prédicats de base de données, de couverture, de cardina-
lité, de fréquence, d’ordre total et d’ordre partiel maximum.
Chaque prédicat y est défini par sa signature (symbole et
paramètres), sa sémantique et la sémantique du problème
d’exclusion forte qui lui est associé. Le prédicat de base de
données dB est paramétré par une base de donnéesB qui se
définit par la matrice p × q des coefficients autorisés pour
chaque cellule. Ce prédicat est anti-monotone pour l’ex-
tension @i, i.e., toute extension de matrice violant dB viole
également dB. Le prédicat de couverture coverR est para-
métré par un ensemble de lignesR et satisfait par toute ma-
trice dont les lignes incluentR. Les prédicats de cardinalité
card≤w et de fréquence freq≤w imposent qu’une matrice
ait moins de w colonnes et w lignes, respectivement. Ces
trois prédicats sont des prédicats de portée, indépendants
des choix de coefficients.

Le prédicat total< est paramétré par un ordre total
strict < sur D. < induit sur chaque ligne de matrice un
ordre partiel entre les colonnes qui dépend de la valeur des
coefficients. total< impose que ces ordres soient totaux et
égaux sur toutes les lignes de la portée. Ce prédicat est clai-
rement anti-monotone pour l’extension et exclure une ligne
sur la base d’une matrice le satisfaisant revient à prouver
l’insatisfiabilité d’un CSP binaire qui ne comporte que des
contraintes d’inégalité < (cf. table 1). Cette classe de CSP
est polynomiale et nous présentons en section suivante un
co-propagateur sous forme de CSP.
partial<,α est similaire à total< mais se borne à cal-

culer l’ordre partiel maximum qui est induit par < entre
les colonnes et commun à l’ensemble des lignes, ordre
dénoté α en table 1. Cet ordre existe et est unique pour
toute matrice donc partial<,α est toujours vérifiée. Ce-
pendant, nous utilisons ce prédicat pour l’exclusion en im-
posant qu’aucune extension de matrice cohérente ne pré-
serve l’ordre partiel maximum qui lui est associé. Le pro-
blème d’exclusion reste polynomial et revient à montrer
l’incohérence du CSP défini en table 1. Nous en donnons
un co-propagateur en section suivante.

Nous présentons quelques modélisations MMP de pro-
blèmes de fouille utilisant ces prédicats. D’une part, la re-



TABLE 1 – Exemples de prédicats matriciels sur M = 〈p, q,D〉. Chaque ligne correspond à un prédicat c dont on donne
la sémantique c(x) pour x = (s, v) ∈ JMK, et celle du problème d’exclusion d’une ligne i.

Prédicat Paramètres c(x)⇔ x exclut i avec c ssi

dB B : [p]× [q]→ 2D ∧
i∈[m],j∈[n](v(i, j) ∈ B(s1(i), s2(j))) ⊥

coverR R ⊆ [p] R ⊆ s1([m]) N/A

card≤w w ∈ [q] w ≥ n N/A

freq≤w w ∈ [p] w ≤ m N/A

total< < ordre total strict sur D ∧
j,k∈[n],j 6=k CSP (X,D,C) insatisfaisable avec X = {X1, . . . , Xn}

(( ∧
i∈[m]

(v(i, j) < v(i, k))) Xj ∈ Dj , Dj = B(i, s2(j)) (j ∈ [n])

∨( ∧
i∈[m]

(v(i, j) > v(i, k)))) C = {(Xj < Xk)| j, k ∈ [n] , vs1(1)s2(j) < vs1(1)s2(k)}
partial<,α < ordre total strict sur D α : [n]× [n]→ B CSP (X,D,C) insatisfaisable avec X = {X1, . . . , Xn}

α(j, k) = ∧
i∈[m]

(v(i, j) < v(i, k)) Xj ∈ Dj , Dj = B(i, s2(j)) (j ∈ [n])

C = {(Xj < Xk)| j, k ∈ [n] , α(j, k)}

cherche d’itemsets fréquents parmi p items et q transac-
tions (où chaque transaction est un sous-ensemble d’items)
se modélise par le type matriciel 〈p, q, {1}〉 et une base de
données B vérifiant B(i, j) = D si l’item j appartient à
la transaction i. Autrement dit, B(i, j) = ∅ si l’item j
n’appartient pas à la transaction i. On garantit ainsi que
seuls les itemsets présents dans une transaction satisfont
la contrainte de domaine. On peut ensuite rechercher des
itemsets fréquents en paramétrant le prédicat freq≥w.

Un ensemble de p chaînes de caractères sur lesquelles
q patrons ont été prélocalisés (en calculant toutes les po-
sitions de départ possibles) peut se modéliser par un type
matriciel 〈p, q,D〉 à domaine entier et une base de don-
nées consignant les localisations admissibles de chaque pa-
tron dans chaque séquence. On peut ainsi rechercher un
ensemble commun de patrons et le contraindre par des pré-
dicats de fréquence, cardinalité, et ordre partiel ou total.
Dans le cas où les patrons correspondent à des sous-chaînes
ou sous-séquences à trous constants, une matrice satisfiant
le prédicat d’ordre total permet un alignement des chaînes
couvertes. Lorsque les patrons correspondent aux lettres de
l’alphabet utilisé, le prédicat d’ordre total détermine des
sous-séquences communes sans répétition. L’usage supplé-
mentaire d’un prédicat d’écart nul (non présenté ici) per-
met de calculer des sous-chaînes communes sans répéti-
tion. Enfin, l’association à chaque lettre d’un nombre de co-
lonnes correspondant au nombre maximum d’occurrences
de la lettre dans une chaîne permet de rechercher sous-
chaîne et sous-séquence commune au sens général.

4 Calcul de matrices ordonnées

Dans cette section, nous abordons les prédicats d’ordre
total et d’ordre partiel maximum. On étudie les problèmes
dont toute solution est une matrice compatible avec une
base de données (prédicat dB), dont les lignes recouvrent

un ensemble R prédéfini (prédicat coverR) et dont les co-
lonnes sont ordonnées, totalement (prédicat total<) ou
partiellement (prédicat partial<,α). Une matrice solution
exclut donc toute ligne hors portée, soit par incompatibilité
avec la base de données, soit par impossibilité de préser-
ver l’ordre induit. On se restreint à rechercher parmi l’en-
semble de solutions celles dont la fréquence et la cardina-
lité sont bornées supérieurement. Le problème MMP ré-
sultant est NP-complet dans ses variantes avec ordre total,
avec ordre partiel maximum, ou sans contrainte d’ordre.
Soit Γ = 〈Γd,Γs,Γv〉 où Γd, Γs et Γv sont des ensembles
de prédicats de domaine, de portée, et de coefficients, res-
pectivement. On note MMP〈Γ〉 la classe d’instances MMP
dont les contraintes de domaine, de portée et de coefficients
instancient respectivement les prédicats de Γd, Γs et Γv sur
le type matriciel choisi.

Théorème 1. MMP〈Γ〉 est NP-complet si
Γd = {dB}, Γs = {freq≤k, card≤l} et
Γv ⊆ {total<, partial<,α}.

Proof. (1) On considère d’abord la classe d’instances sans
contraintes d’ordre, i.e., Γv = ∅. Vérifier qu’une matrice
est solution revient d’abord à tester si elle satisfait les
contraintes de base de données, fréquence (≤ k) et car-
dinalité (≤ l). Ces tests s’effectuent clairement en temps
polynomial. Vérifier qu’une matrice cohérente est maxi-
male revient à tester l’exclusion de chaque ligne hors por-
tée avec la base de données. Dans ce cas, il suffit de tes-
ter pour chaque ligne s’il existe une cellule incompatible
avec la base pour pouvoir l’exclure. La vérification de so-
lution est donc polynomiale et le problème est dans NP.
Pour établir la NP-complétude, on réduit le problème de
couverture par ensembles. Etant donné un entier l, un en-
semble U fini, et un sous-ensemble S de l’ensemble des
parties de U , il s’agit de déterminer l’existence d’un sous-
ensemble T de S, de taille inférieure à l, et tel que l’union



des éléments présents dans les sous-ensembles de T est
égal à U . La réduction consiste à définir le type matri-
ciel 〈k + |U |, |S|, D〉, D quelconque, où l’on associe la
colonne j à chaque élément sj de S, la ligne i à chaque
élément ui de U ainsi que k > 0 lignes supplémentaires.
La base de données autorise toute valeur pour toutes les cel-
lules de ces k lignes. Elles sont donc nécessairement cou-
vertes par toute matrice solution. Pour toute cellule (i, j)
(ui ∈ U, sj ∈ S), on pose B(i, j) = ∅ ssi ui ∈ sj . On
pose enfin les contraintes freq≤k et card≤l. Ainsi, une
matrice maximale doit exclure chaque ligne ui, i.e., une de
ses colonnes correspond à un élément de S qui contient ui.
L’ensemble des couvertures solutions de taille≤ l est donc
en bijection avec l’ensemble des matrices solutions de ce
MMP et la réduction s’effectue en temps polynomial. Le
problème MMP〈{dB}, {freq≤k, card≤l}, {}}〉 est donc
NP-complet. (2) On considère la classe d’instances avec
contrainte d’ordre total, i.e., Γv = {total<}. La vérifi-
cation de matrice solution reste polynomiale car la cohé-
rence d’une matrice avec la contrainte d’ordre total consiste
à comparer des couples de coefficients et l’exclusion avec
cette contrainte est aussi polynomiale (cf. table 1). Pour
établir la NP-complétude, on considère la classe d’ins-
tances µ = 〈〈p, q,D〉, C〉 construites pour Γv = ∅ et vé-
rifiant D = [q] et B(i, j) ⊆ {j} (i ∈ [p] , j ∈ [q]). Cette
classe définit un problème NP-complet selon la preuve pré-
cédente. De plus, toute matrice cohérente avec la base de
données satisfait nécessairement l’ordre total induit entre
colonnes par la base, et cet ordre ne peut donc exclure
aucune ligne hors portée. Cette classe se réduit donc à
la classe d’instances avec contrainte d’ordre total qui est
donc NP-complet. (3) Une preuve similaire s’établit pour la
classe avec contrainte d’ordre partiel en utilisant cette fois
un domaine singleton qui n’autorise donc que des ordres
partiels maximaux vides.

Nous présentons deux modèles PPC pour les classes
de MMP avec contrainte d’ordre total et avec contrainte
d’ordre partiel maximum. On se place dans le cadre de la
recherche d’ensemble ordonné de patrons qui ont été prélo-
calisés sur un jeu de séquences étiquetées positive ou néga-
tive. La figure 7 présente deux exemples de solutions pour
deux instances du problème d’ordre partiel. On suit la mo-
délisation donnée en section 3 où les séquences, patrons et
localisations sont assimilés, respectivement, aux lignes, co-
lonnes et coefficients. En théorie, on cherche à calculer des
matrices maximales et de portée bornée supérieurement en
fréquence et cardinalité. Plutôt que d’explorer le front Pa-
reto des solutions correspondant à cet objectif bi-critère,
on recherche en priorité les solutions de fréquence mini-
mum et, parmi ces solutions, celles de plus petite cardina-
lité. Puisque les séquences positives doivent être couvertes,
on cherche donc à exclure le maximum de séquences néga-
tives avec un nombre minimal de patrons.

Dans les deux modèles présentés, p et q désignent res-

∨
j∈[q]

c[j] (1)

∀i ∈ [p] : sort_perm(l.row(i), o, sl.row(s)) (2)

∀j ∈ [q] : c[j]↔ (o[j] ≤ card) (3)

∀i ∈ [p] : element(card, sl.row(i), last[i]) (4)

∀i ∈ P+
: last[i] 6∈ Γ (5)

∀i ∈ P−∀j ∈ [q] : element(o[j], LΓ.row(i), sLΓ[i, j]) (6)

∀i ∈ P− : minimum(sl[1], sLΓ[i, 1]) (7)

∀i ∈ P−∀j ∈ [2..q] : min_at_least(sl[j], sLΓ[i, j], sl[j − 1]) (8)

∀i ∈ P− : r[i]↔ (last[i] 6∈ Γ) (9)

minimize q.
∑

i∈P−
r[i] + card (10)

FIGURE 5 – Modèle pour l’ordre total.

pectivement le nombre de séquences et le nombre de pa-
trons. P+ et P− sont deux sous-ensembles disjoints de
[p] représentant l’ensemble des séquences positives et l’en-
semble des séquences négatives. L[i, j] correspond à l’en-
semble des localisations du patron j dans la séquence i.
L.row(i) correspond aux ensembles des localisations des
patrons dans la séquence i.

4.1 Un modèle PPC pour l’ordre total

La figure 5 présente le modèle PPC pour
la résolution lexicographique du problème
MMP〈{dB}, {coverP+ , freq≤k, card≤l}, {total<}〉.
Notations. ε = maxi∈[p](|si|) + 1 est une valeur stricte-
ment supérieure à l’ensemble des localisations possibles.
Γ = {ε, . . . , ε+ [q]} est un ensemble de valeurs qui permet
de reproduire sur les séquences négatives tout ordre total
commun aux séquences positives. Pour une séquence né-
gative, avoir recours à des valeurs de Γ pour reproduire un
ordre total signifie que cet ordre ne peut être reproduit avec
les localisations autorisées par la base de données, donc la
séquence ne supporte pas l’ordre total.
Variables. Pour tout j ∈ [q] , c[j] est une variable boo-
léenne qui dénote l’inclusion du patron j dans la solution.
l est une matrice de variables entières telle que chaque cel-
lule l[i, j] ∈ Γ∪L[i, j] correspond à la localisation choisie
pour le patron j dans la séquence i. o[j] est une variable en-
tière qui correspond au rang du patron j dans l’ordre total.
Pour tout i ∈ P−, r[i] est une variable booléenne qui mo-
délise l’exclusion de la séquence i, c’est-à-dire si l’ordre
total ne peut pas être reproduit sur i. sl est une matrice
d’entiers telle que chaque ligne sl.row(i) correspond à la
ligne l.row(i) triée par ordre croissant. sL est une matrice
de variables d’ensembles d’entiers telle que chaque ligne
sL.row(i) correspond à la ligneL.row(i) permutée avec la
fonction définie par o. card est une variable entière corres-
pondant au nombre de patrons sélectionnés. Enfin, last[i]
est une variable entière correspondant à la localisation du
dernier patron de l’ordre total dans la séquence i.
Contraintes. L’équation (1) impose la sélection d’au



∨
j∈[q]

c[j] (1)

∀j, j′ ∈ [q] : a[j, j
′
]↔

(
c[j] ∧ c[j′] ∧

∧
i∈P+

(l[i, j] < l[i, j
′
])
)

(2)

∀i ∈ P− : check_partial_order(c, a, L.row(i), r[i]) (3)

minimise q.
∑

i∈P−
r[i] +

∑
j∈[q]

c[j] (4)

FIGURE 6 – Modèle pour l’ordre partiel.

moins un patron. L’équation (2) ordonne chaque séquence
positive en utilisant la même permutation. 1 L’équation (3)
impose que les rangs des patrons sélectionnés doivent pré-
céder les rangs des autres patrons. L’équation (4) enregistre
pour chaque séquence la localisation du dernier patron de
l’ordre. L’équation (5) impose pour chaque séquence po-
sitive que la localisation du dernier patron sélectionné doit
être valide, c’est-à-dire en dehors de Γ. Les équations (7) et
(8) reproduisent, sur les séquences négatives, l’ordre total
extrait des séquences positives. Cet ordre est reproduit en
choisissant systématiquement les valeurs minimales envi-
sageables. Si l’ordre total n’a pas pu être reproduit en sélec-
tionnant les valeurs minimales alors il ne peut pas être re-
produit avec les autres valeurs. L’équation (9) permet d’ex-
clure les séquences négatives si la localisation du dernier
patron de l’ordre total appartient à Γ. 2

Objectif. L’objectif (10) est de maximiser le nombre de
séquences exclues puis de minimiser le nombre de patrons
sélectionnés.

4.2 Un modèle PPC pour l’ordre partiel

La figure 6 présente le modèle PPC pour
la résolution lexicographique du problème
MMP〈{dB}, {coverP+ , freq≤k, card≤l}, {partial<,α}〉.
Variables. Pour tout j ∈ [q] , c[j] est une variable boo-
léenne qui réifie l’appartenance du patron j à la solution. l
est une matrice de variables entières telle que chaque cel-
lule l[i, j] ∈ L[i, j] correspond à la localisation choisie
pour le patron j dans la séquence i. a est une matrice de
variables booléennes telle que chaque cellule a[j, j′] réifie
la présence d’un arc de j vers j′. Pour tout i ∈ P−, r[i] est
une variable booléenne qui réifie l’exclusion de i.
Contraintes. L’équation (1) force la sélection d’au moins
un patron dans l’ordre partiel. L’équation (2) impose que
si j précède j′, c’est-à-dire si a[j, j′] = 1, alors pour
chaque séquence positive la localisation du patron j doit
précéder la localisation du patron j′ et réciproquement.
L’équation (3) vérifie si l’ordre partiel est vérifié pour les
séquences négatives. check_partial_order effectue l’opé-

1. Dans la contrainte globale sort_perm(src, perm, dest), le vec-
teur dest est la version triée du vecteur src et perm est la permutation
qui permet de passer de src à dest.

2. La contrainte globale min_at_least(var, Set,min) signifie que
var prend la plus petite valeur de Set strictement supérieure à min.

ration de vérification et affecte la valeur 0 a r[i] si l’ordre
partiel n’a pu être reconstitué. Si l’ordre partiel est totale-
ment déterminé et que la séquence n’a pas pu être exclue
alors r prend la valeur 1.

Objectif. L’objectif (4) est de maximiser le nombre de sé-
quences exclues, puis de minimiser le nombre de patrons
sélectionnés.

check_partial_order(c,a,D,r) est le co-propagateur uti-
lisé dans l’équation (3). Il vérifie si une séquence peut
satisfaire un ordre partiel. Une séquence est représentée
par une liste d’ensembles (paramètre D) dont les éléments
correspondent aux localisations des patrons dans la sé-
quence. c est une liste de variables booléennes qui indique
si un patron appartient à l’ordre partiel. a est une ma-
trice de variables de booléennes qui représente la relation
d’ordre entre les patrons. Le patron j précède le patron j′

si a[j, j′] = 1. r est une variable booléenne qui indique
si l’ordre partiel définit par le couple (c, r) peut être repro-
duit à partir des domaines fournis parD. Le co-propagateur
utilise une valeur spéciale, noté ε = max(D) + 1 et une
liste de variables starts telle que ∀j ∈ [|c|] starts[j] ∈
D[j] ∪ {ε}. Les algorithmes 1 et 2 montrent la mise à jour
des valeurs de starts Le premier algorithme est appelé
lorsque qu’un patron est sélectionné ou exclu tandis que
le second est appelé lorsque un arc est sélectionné ou ex-
clu. Le principe est le même que celui utilisé pour l’ordre
total : l’ordre partiel va être reproduit en utilisant les plus
petites localisations possibles deD (ligne 2 de l’algorithme
1, ligne 3 de l’algorithme 2). Si l’un des starts prend la va-
leur ε alors la séquence ne peut pas reproduire l’ordre par-
tiel (lignes 3-5 de l’algorithme 1, lignes 4-6 de l’algorithme
2). Si tout les c et a sont assignés sans qu’aucun starts ne
prenne la valeur ε alors la séquence satisfait l’ordre (lignes
8-10 de l’algorithme 1, lignes 9-11 de l’algorithme 2).

1 propagate_column(j)
1. if c[j] = 1 then
2. starts[j]← min(D[j] ∪ {ε})
3. if starts[j] = ε then
4. r← 0
5. End of propagation
6. for all j′ ∈ [|c|] s.t. a[j,j′] = 1 do
7. propagate_arc(j,j′)
8. if all_assigned(a) and all_assigned(c) then
9. r← 0

10. End of propagation

2 propagate_arcs(j,j′)
1. if a[j,j′] = 1 and c[j]=1 and c[j′] = 1 then
2. if starts[j′]≥ starts[j] then
3. starts[j′]← min({l|(l ∈ D[j] ∪ {ε}) ∧ (l >starts[j])})
4. if starts[j′] = ε then
5. r← 0
6. End of propagation
7. for all j′′ ∈ [|c|] s.t. a[j′,j′′] = 1 do
8. propagate_arc(j′,j′′)
9. if all_assigned(a) and all_assigned(c) then

10. r← 0
11. End of propagation



4.3 Approche génétique

Nous présentons ici un algorithme génétique pour
MMP〈{dB}, {coverP+ , freq≤k, card≤l}, {partial<,α}〉
où l’on cherche à exclure le maximum de séquences avec
un nombre de patrons minimal. Cet algorithme (Algo-
rithme 3) se base sur le modèle PPC de la section 4.2 qui
est utilisé pour générer la population initiale mais éga-
lement croiser et fusionner les solutions. Les paramètres
de l’algorithme sont SizeP - le nombre d’individus de la
population -, SizeT - le nombre d’individus sélectionnés
pour le tournoi (le nombre de fils générés est SizeT/2) -,
It - le nombre d’itérations effectuées -, et To - une limite
de temps utilisée par le modèle PPC. Le paramétrage
utilisé pour les expérimentations est abordé en section 5.2.

3 Genetic(P+,P−, SizeP, SizeT, It, To)
1. pop← ∅
2. for each i ∈ {1..SizeP} do
3. pop← pop ∪ solve(P+,P−, To)
4. for each i ∈ {1..It} do
5. tourn← selectNPair(pop, SizeT/2)
6. new ← ∅
7. for each (p1, p2) ∈ tourn do
8. tmp← merge(p1, p2)

9. new ← new ∪ solve(P+,P−, tmp, To)
10. devTourn← {p|(p, _) ∨ (_, p) ∈ tourn}
11. selected← selectBest(new ∪ devTourn)
12. pop← (pop\devTourn) ∪ selected
13. return best(pop)

L’algorithme crée une population d’individus générés
aléatoirement (lignes 1-3). A chaque itération, il sélec-
tionne n paires d’individus distincts (ligne 5) et crée un
nouvel individu pour chaque paire d’individus (lignes 6-
9). Sont conservés les n meilleurs individus parmi les in-
dividus du tournoi et ceux créés (lignes 10-12). Enfin, le
meilleur individu de la population est retourné (ligne 13).

Les appels à solve aux lignes 3 et 9 sont des appels
au modèle PPC. Tous les problèmes transmis à ce modèle
sont résolus jusqu’à l’obtention de la solution optimale ou
lorsque la limite de temps imposée au modèle est atteinte.
Les deux appels à solve retournent un individu qui est
représenté par un ensemble de patrons (le vecteur c du mo-
dèle PPC) et un ensemble d’arcs (la matrice a du modèle
PPC) qui représentent à eux deux l’ordre partiel extrait. La
stratégie de branchement adoptée pour obtenir des indivi-
dus différents dans la population est la suivante : les pa-
trons sont sélectionnés les uns après les autres avec une
probabilité de 0, 5, puis les arcs sont sélectionnés en ordre
aléatoire avec une probabilité de 0, 5. L’ordre de sélection
aléatoire pour les arcs est essentiel car la relation d’ordre
partiel est antisymétrique et sélectionner les arcs dans un
ordre déterministe pourrait empêcher l’exploration de cer-
taines solutions. L’appel à merge (ligne 8) crée un nouvel
individu à partir de deux individus connus. Le nouvel indi-
vidu est créé par l’intersection des deux individus parents.
L’intersection est définie comme suit : si un patron est pré-

(a) LEAP_12_0

(b) SHSP_17_3
FIGURE 7 – Deux exemples d’ordres partiels extraits.

sent (resp., absent) dans les deux individus, alors le patron
est présent (resp., absent) dans l’individu fils ; l’intersection
pour les arcs suit une procédure identique. Les patrons ou
arcs qui sont présents dans un parent mais pas dans l’autre
ne sont pas contraints, et c’est sur ces patrons et arcs que le
modèle PPC effectuera les branchements.

5 Expérimentations

Cette section présente les résultats obtenus sur deux
bases de séquences protéiques : Late Embryogenesis
Abundant Proteins (LEAP) et Small Heat Shock Proteins
(SHSP). La bases LEAP [5] comporte 1371 protéines ré-
parties en 13 classes par des biologistes et la base SHSP
[6] contient 3765 protéines réparties en 25 classes. Les pro-
grammes testés ont été implémentés avec la version 4.4.0
de la bibliothèque Gecode et les expérimentations ont été
effectuées sur un processeur 2-core Intel Core i5-3380M
(2,90GHz) avec une limite de 8Go de mémoire vive. Ces
expérimentations ont été réalisées sur des instances conte-
nant des patrons extraits des deux bases avec un algorithme
ad hoc [9]. Un patron est défini comme une séquence
consécutive de caractères (acides aminés) sur l’alphabet
enrichi d’un caractère joker. Un patron ne peut commen-
cer ni se terminer par un joker. Par exemple, le patron A.B
couvre la séquence CAAB mais ne couvre pas la séquence
CADDB car un joker se substitue à un seul caractère. Une
instance comporte un ensemble de séquences scindé en sé-
quences positives P+ et séquences négatives P−, un en-
semble de patrons et les localisations de chaque patron dans
chaque séquence. Tout patron possède au moins une locali-
sation dans chaque séquence positive. Chacune des classes
a été traitée tout à tour comme étant la classe positive, les
séquences des autres classes formant alors la classe néga-
tive. L’objectif des expérimentations est d’extraire un ordre
partiel, constitué des patrons définis dans les instances, qui
couvre intégralement les séquences positives et qui exclue
un maximum de séquences négatives. On utilise le terme
motif en référence à un ordre partiel sur des patrons.

5.1 Approche complète

Le tableau 2 présente les résultats du modèle PPC sur
7 des classes de LEAP et 17 classes de SHSP. La pre-
mière colonne correspond au nom de l’instance (le pre-
mier nombre correspond à la classe, tandis que le second
correspond au nombre maximum de jokers consécutifs que



TABLE 2 – Résultats obtenus sur les bases LEAP et SHSP.

Inst. |P+| |P−| Pat. |P−∅ | |c| |a| T (s)

L
E

A
P

1_10* 208 1163 20 94 11 26 600
2_8* 92 1279 25 16 12 25 600
3_0 34 1337 9 0 1 0 0
5_2 66 1305 10 0 3 3 3

10_8* 78 1293 21 54 18 30 600
11_1 35 1336 19 0 5 6 125
12_0 17 1354 5 0 2 1 0

SH
SP

2_6 109 3656 14 0 8 10 221
3_2 64 3701 13 0 3 3 3
4_0 23 3742 10 0 3 3 1
5_0 25 3740 12 0 2 1 2

7_10 100 3665 11 105 10 13 62
8_1 30 3735 15 0 5 5 33

13_3 156 3609 11 0 5 5 3
14_0 84 3681 20 0 1 0 4
15_0 26 3739 20 0 1 0 5
16_9 75 3690 6 0 4 3 0
17_3 88 3677 9 0 5 6 2
19_1 23 3742 24 0 4 6 55
21_2 131 3634 6 0 3 3 0
22_0 15 3750 36 0 2 1 38
23_4 60 3705 6 1 5 6 1
24_2 107 3658 7 0 3 3 1
25_2 57 3708 16 0 5 7 15

peuvent contenir les patrons). Les colonnes suivantes cor-
respondent dans l’ordre : au nombre de séquences posi-
tives, au nombre de séquences négatives, au nombre de pa-
trons, au nombre de séquences négatives qui n’ont pas été
exclues par le motif trouvé (0 signifie que toutes les sé-
quences négatives ont été exclues par le motif), au nombre
de patrons qui composent le motif, au nombre d’arcs que
contient le motif et au temps d’exécution en secondes. Les
instances étiquetées avec une étoile sont celles dont le mo-
dèle n’a pas pu extraire le motif optimal en moins de dix
minutes. La figure 7 présente deux exemples de motifs ex-
traits.

Les motifs extraits pour 4 des 7 classes de la base LEAP
et 15 des 17 classes de SHSP permettent une exclusion to-
tale de la classe négative. De plus, dans certains cas l’ordre
partiel permet d’exclure des séquences qui n’auraient pas
pu être exclues avec un ordre total ou par un ensemble non
ordonné de patrons.

5.2 Approche génétique

Nous présentons ici les comparaisons, sur les trois ins-
tances les plus difficiles, de trois méthodes : l’approche
complète (section 4), une approche aléatoire et l’approche
génétique (section 4.3). Les trois approches se basent sur le
même modèle PPC et les mêmes heuristiques de branche-
ment que celles utilisées dans l’approche génétique. L’ap-
proche aléatoire s’arrête lorsqu’une solution a été trouvé
tandis que les deux autres approches s’arrêtent après un dé-
lai de 15 minutes.

L’approche complète et l’approche génétique ont cha-
cune été exécutées 100 fois sur chaque instance et l’ap-
proche aléatoire 1000 fois. L’approche génétique a été exé-
cutée sur une population de cent individus sur 150 itéra-
tions avec 10 solutions sélectionnées pour le tournoi lors

de chaque itération. Les solutions qui constituent la popula-
tion ont été initialisées avec l’approche complète mais avec
une limite de temps de une seconde par solution. L’opéra-
teur utilisé pour améliorer les solutions obtenus par fusion
est également le modèle PPC mais avec une limite de temps
de une demi-seconde, sauf lorsque le nombre de variables
de décisions libres était inférieur à 15. Dans ce cas précis, le
modèle a été exécuté jusqu’à obtenir la solution optimale.

TABLE 3 – Exclusion moyenne.

Complete Random Evolutionary

Inst. Avg Min Stdev Avg Min Stdev Avg Min Stdev

L
E

A
P

1_10 69.0 41 14.0 85.3 51 22.8 38.3 36 4.5
2_8 55.1 5 39.9 53.9 7 41.6 5.0 5 0.1

10_8 50.4 35 10.9 75.7 34 29.8 29.9 28 1.1

Pour les trois instances, l’approche génétique est celle
qui a obtenu les meilleurs résultats en terme de qualité de
solution et de stabilité. L’écart type sur les deux autres mé-
thodes sont importants. Une fois que les patrons sont choi-
sis le modèle PPC a tendance à explorer le même voisinage
car ces patrons ne sont jamais remis en cause, par exemple
en redémarrant la recherche à partir de zéro. L’approche
génétique évite cet inconvénient car la population est ini-
tialisée aléatoirement et permet ainsi d’explorer plus de so-
lutions de l’espace de recherche.

6 État de l’art

Plusieurs auteurs ont proposé des modèles génériques,
basés sur la PPC ou SAT, pour formuler des problèmes
connus de fouille de données. Ces approches permettent
de formuler de façon déclarative et efficace de tels pro-
blèmes. Deux problèmes principaux ont été étudiés : la
recherche d’itemsets fréquents et la recherche de sous-
séquences communes.
Recherche d’Itemsets. Dans [3], les auteurs proposent une
approche basée sur la PPC pour extraire des itemsets fré-
quents d’une base de transactions. Ce problème peut être
représenté par une matrice de 0 et de 1, dont les lignes re-
présentent les transactions et les colonnes les items asso-
ciés aux transactions. Un 1 dans une cellule de la matrice
indique que l’item associé à la colonne de la cellule ap-
partient à la transaction associée à la ligne de la cellule.
L’objectif est alors d’extraire des matrices contenant uni-
quement des 1. Un itemset est dit fermé si la matrice ex-
traite ne peut pas être étendue en ligne ou en colonne sans
introduire de 0. Dans [4], les auteurs formulent plusieurs
problèmes liés à la recherche d’itemsets fréquents (k-term
DNF, k-clustering,. . . ).
Recherche de sous-séquences. Il existe principalement
deux formes de séquences extraites par les algorithmes de
fouille de données. Pour les distinguer, on parlera de sous-
séquences et de patrons. Une sous-séquence est une sé-
quence de caractères où seul l’ordre d’apparition des carac-



tères importe, la distance entre deux caractères de la sous-
séquence n’étant pas discriminante dans la recherche. Un
patron est une séquence de caractères consécutifs où la dis-
tance entre les caractères joue un rôle discriminant. Sou-
vent les patrons incluent un caractère joker qui représente
tous les caractères de l’alphabet sur lequel les séquences
sont encodées. Il existe principalement deux catégories de
méthodes : celles qui exposent les enracinements des ca-
ractères [8, 12] et les autres [7, 11]. La première catégo-
rie est plus adaptée à la recherche de patrons, mais elle
autorise également la recherche de sous-séquences. Dans
[11] les auteurs proposent un modèle de programmation
par contraintes pour extraire des sous-séquences ou des pa-
trons. L’approche utilisée se base sur la contrainte regu-
lar [15] et un encodage des séquences d’entrées sous la
forme d’automates finis déterministes. Dans [12], les au-
teurs proposent deux contraintes globales pour effectuer la
tâche d’extraction de sous-séquences ou patrons. La pre-
mière contrainte vérifie uniquement la présence d’enraci-
nements, tandis que la seconde expose les enracinements
ce qui autorise d’imposer des contraintes sur la distance
entre les caractères et donc d’extraire des patrons en plus
des sous-séquences. Dans [7], les auteurs proposent une
méthode pour extraire des sous-séquences. Comme pour
les approches ad hocs présentées dans [2, 13, 14], les au-
teurs introduisent une contrainte globale qui permet d’énu-
mérer efficacement les sous-séquences fréquentes avec une
recherche en profondeur d’abord (propre au solver PPC).

7 Conclusion

Nous avons présenté le problème de décision MMP pour
traiter différentes tâches de fouilles de données. Ce pro-
blème consiste à déterminer une matrice cohérente avec un
ensemble de contraintes matricielles et maximale en ligne à
cet égard. Nous avons présenté deux variantes du problème
qui ont des applications en bioinformatique : la recherche
de patrons partiellement ou totalement ordonnés par leur
localisations et permettant de discriminer des classes de
séquences prédéfinies. Ces problèmes sont NP-complet et
nous avons présenté deux modèles PPC ainsi qu’un algo-
rithme génétique. Les résultats expérimentaux sur données
biologiques sont prometteurs. Nous nous proposons par la
suite de développer des co-propagateurs pour un spectre
plus large de contraintes matricielles et également d’étu-
dier différents algorithmes et stratégies de recherche afin
d’améliorer le passage à l’échelle.
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