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ajout/retrait dynamique de jetons:
comportement asymptotique, représentation
dans l'algebre (min, +)

Lahaye Sébastien— Boimond Jean-Louis — Hardouin Laurent

LISA, 62 avenue Notre Dame du lac, 49000 Angers
e-mail : {lahaye, boimond, hardouin }@istia.univ-angers.fr

RESUME.Notre but est de montrer que I'approche algébrique dévedeppour les graphes
d’'événements temporisés peut s'étendre a une classeyanticde réseaux de Petri autorisant
I'ajout de transitions source et/ou puits sur certaines gals. d'un graphe d’événements
temporisé.

Des éléments d'évaluation de performance, et une représentinéaire de ces graphes dans
I'algébre (min,+) - a I'aide d’équations a parametres vabias - sont donnés.

ABSTRACTOUr aim is to exhibit that the algebraic approach evolved Tamed Event Graphs
may be extended to a subclass of Petri Nets : some sourceraikdransitions can be added
to some places of a Timed Event Graph.

Elements of performance evaluation and a linear represantaof these systems over the
(min,+) algebra with variable parameters equations aregsed.

MOTS-CLES Réseaux de Petri Temporisés, évaluation de performarigépfe (min,+)
KEY WORDS Timed Petri Nets, performance evaluation, (min,+) Algebr




Figure 1. Un GET (@), un GET avec ajout/retrait dynamique de jetons (b)

Cet article est organisé comme suit: on rappelle brievement au 82 les déBniti
et notations relatives aux RdP considérés. La classe des systémes a lagaétie on
téresse, nommée par la sUBET avec ajout/retrait dynamique de jetorst définie



au 83: il s'agit d’'une classe particuliere de réseaux de Petri & choix libgshamt

les GET. On évalue au 84 leurs performances au moyen d’une étude de leurs com-
portements asymptotiques. Une représentation linéaire a paramétresesmdabbk
I'algébre (min,+) de ces systémes est donnée au 85, une illustrationopstspe a

partir du graphe de la figure 1.b.

2. Réseaux de Petri temporisés

On rappelle ici plusieurs définitions et notations utilisées par l& gaft [Mur89]
pour une présentation exhaustive).

Unréseau de Petri ordinairest un quadruplét®, 7, C, M), ouP est un ensemble
fini de places 7 un ensemble fini deansitions C C (P x T) U (T x P) une relation
entre places et transitions, et 8fiest une applicatio® — N. L'entier M, est appelé
le marquage initialde la placep. Un RdP est un graphe biparti avec deux types de
sommets, les placgs € P (représentées par des cercles), et les transigoas7
(représentées par des rectangles). Un élémedtekt un arc orienté reliant soit une
place a une transition, soit une transition a une place. Le marquggest visualisé
sous la forme dé/,, jetons dans la plageet évolue selon laggle de tir:

1. une transition estalidées’il y a au moins un jeton dans chacune de ses places
amont,

2. une transition validée peut étigge, et le tir transforme le marquage: un jeton
est retiré de chacune des places amont, et un jeton est ajouté dans chacune des places
aval.

Par la suite, on supposera que les RdP fonctionaeglus tét les transitions sont
tirées dés qu’elles sont validées. Sgite 7, on note*q = {p € P|(p,q) € C}
I'ensemble des places amonyaDe maniére similaireg®, *p, etp® désignent res-
pectivement I'ensemble des places aval #ensemble des transitions amonp &t
I'ensemble des transitions avapaUn RdP est diP temporisdorsqu’a chaque place
p est associee une temporisation natgér, > 0). Un jeton arrivé a I'instant dansp
peut contribuer au tir des transitions daftsaprés l'instant + 7,,.

Un graphe d’événemen({&E) est un RdP pour lequel chaque place a exactement
une transition amont et une transition ava, Vp € P, |*p| = |p*| = 1.

Un réseau de Petri a choix libreRCL) est un RdP tel que si deux transitions
partagent la méme place amont, alors elles n'ont pas d’autre place amont,

Vp € P,q1,q2 €p°, siq1 # g2 alors *q1 = *q2 = {p}.

Les RCL permettent de modéliser des systémes pour lesquels les syncionsisat
les conflits sont séparés. Notons que les GE sont par construction des RCL



Figure 2. Une classification des sous-classes de RdP

Sur le plan structurel, un GE avec ajout/retrait dynamique de jetortsapeuvu
comme un GE sur lequel des transitions soured] et des transitions puitss(O)
sont adjointes a certaines places. On prendra comme point de vue quedies tiran-
sitions source et puits provoquent respectivement des arrivées et des mtogjiénes
de jetons dans le GE sous-jacefif (. Par la suite, les évolutions temporelles de ces
transitions € Z U O) sont supposées connugepriori (Ou mesurées).

Afin d’étudier le comportement temporisé d8&T avec ajout/retrait dynamique
de jetonson associe a chaque transitiere X,i € Z,0 € O unefonction compteur
notée respectivementt), i(t) et o(t). Un compteu(¢) indique le nombre de fois
que la transitiory (¢ X UZ U O) a été tirée jusqu’'a I'instant Par convention, les
jetons ne se déplacent qu’a partir de l'instant 0, et les temporisatisnsiées aux
places sont a valeurs entiéres. Une fonction compteur est donc défiNigetsN.

On suppose d'autre part qu’'une place ne peut avoir plus d’une tiamaimont
(resp. aval) appartenantza(resp.0), i.e, Vp € P,|*pNZ| < let|p*N O] < 1.
Cette hypothése n’est pas restrictive : un ensemble de transitiorieddend’une place
p, caractérisé par la collection de comptefii&)|i € *p N7}, est équivalent & une

unique transition ayant pour compteur associ®_  i(¢) (il en est de méme pour
ie(*pNI)
les transitions de sorties).



Figure 3. Circuit élémentaire:

Proposition 1 (unicité du taux de production) Toutes les transitions;,, k € [1, n],
du circuitc ont le méme taux de production si, et seulementisi,\;, = A, .

Preuve Supposons sans perte de généralité que seule lajplgmessede une transi-
tion amonti;, € Z, et une transition aval, € O.
* i, =X, = Vj,le [lan]a Az]- = Az,
Soientz;, x; (j # I) deux transitions de, on notel/; (resp.M>) la somme finie des
marquages initiaux des places appartenant au chemin dex; (resp.z; az;). On
suppose qugy, appartient au chemin allant de az;. On a quel que soit
Z‘j(t) — M2 S l‘l(t) S l‘j(t) + M1 + ik(t) - Ok(t),
lim 2WO=Mo o iy 2 < iy TOFMF G =0n ()
t—00 T t—=oo T t—=oo t




CommeM; et M, sont finis, ethm ’kt(t) = lim "’“T(t) on en déduit que :

t—o0

Az; < Az, < Az ,smt)\z = Az,
o Vj,l€e [lan]a /\zj = /\zz :> /\Zk = >‘Ok
Lhypothése de tir au plus tot permet d’écrire:

Tpy1(t) + ok (t) = 2t — 1) + ik (t — 7p,.),

d'ou lim 2@ o o @) g meETe) k(o)
t—oo t t—00 t—00 t 00 t
Avec pour hypothesg,, ., = A;,, onabien\,, = \;,. 0

Remarque 1Si la transitioni,, (resp.oy) n'existe pas, la condition nécessaire et
suffisante devienk;, = 0 (resp.A,, = 0).

La proposition suivante donne la valeur maximale du taux de prazudgs tran-
sitionsz;, j € [1,n]. Ceci revient & considérer qu’aucune transitionn’est syn-
chroniséei.e., Vj € [1,n],|*z;| = 1, de telle sorte que I'évolution des jetons dans le
circuit ¢ ne peut pas étre retardée par les autres circuits du graphe.

NotonsT'(c), M (c) la somme des temporisations et le nombre total de jetons ini-
tialement contenus dans le circuitg(t) la valeur moyenne du comptey(t) sur
lintervalle [0, ¢], etg sa limite lorsque tend vers l'infini :

0= (S a@)e 7= lmae,  ten

Proposition 2 (taux de production maximal) Si  Vj € [1,n], A;; = X,;, et
|*z;| = 1, alors le taux de productioi,, identique pour toutes les transitions du
circuit ¢, est donné par

J

M(e)+ X 4 —05—Tp; Nij
i=1

Ae = )

Preuve Comme pour la preuve précédente, on considére que seule layplast
dotée d’'une entrée ) et d’'une sortie 4;). On utilise ici la notion deroduit temps-
ressourcaléfinie dans [Mur89]. Le produit temps-ressource d’'une place esbtiufir
du nombre de jetons (ressources) par le temps durant lequel ces jetorsatdsias la
place. Si on noté/,, (t) le marquage moyen de la plaggsur 'intervalle[0, t], son
produit temps-ressource sur ce méme intervalle de tempdgst) - ¢.

Lagrandeur,, - z;(t — 7,,) est €galement un produit entre une durée de séjour et
un nombre de jetons. La variahig(t — 7, ) est égale au nombre de jetons entrés dans
p; Viaz; jusqualinstant — 7., les jetons du marquage initial ainsi que ceux arrivés
entre les instants— 7, ett ne sont pas comptabilisés. Le temps de séjour des jetons
arrivant dang; est exactement,; unités de temps puisque par hypothése la transition
xj41 n'est pas synchronisée. Dans le prodyjt z; (t—7,, ) le nombre de jetons ayant
été présents dams sur l'intervalle[0, ¢] est minoré, d'otr,, -z (t—7p,) < M, (t)-t.

Au contraire, dans le produit,; (M,,; + x;(t)), ou M, estle marquage initial de;,
tous les jetons ayant été présents dgrsur I'intervalle[0, t] sont comptabilisés, mais
le temps de séjour de certains jetons est majoré. En effed/]jggetons initiaux et
ceux arrivés entre les instarits 7,,, ett ont résidé moins de,; unités de temps dans
p;. Finalement, il est possible d’encadrer le produit temps ressourceptbeckp; sur



Figure 4. Exemple d’évaluation du taux de production



On a)\; = A, = 1, le taux de production est donc identique pour les deux transitions
du circuit et peut s’évaluer a I'aide de la proposition 2. On laisse au letgesoin
de vérifier quevt > 4,i(t) — o(t) = 3 (resp.4) si ¢ est pair (resp. impair), et par

conséquen[tj (i(j)—o(j))tend versLt lorsquet tend vers I'infini, d’oUlim ( th i(5)—
. Do 2

o(j))/t =i—o=1.0n en déduit le taux de production= =721 — T
A titre de comparalson si les transition®t o n'existaient pas le graphe serait un
GET et le taux de production serait égal a un 1.

5. Modeéle (min,+) linéaire & parametres variables

Le comportement d'un GET peut étre décrit de maniéere linéaire dans l'algébre
(min,+). Cette propriété a motivé de nombreux travaux relatifs notam & I'évalua-
tion de performance, la stabilisation et la commande des GET ([BCO{T2MPV89]).
On montre dans cette section que les GET avec ajout/retrait dynamiqusoths j
peuvent également étre décrits par des équations (min,+) linéaires, la patéailar
modéle obtenu est d'étre a parameétres variables.

Rappelons brievement les propriétés sur I'algébre (min,+) utilisées parita
Un ensemblé® muni des opérations et® est un dioide s'il s’agit d’'un demi-anneau
pour lequel I'opérationd est idempotenteVia,a © a = a), soiente et e les élé-
ments neutres respectifs des opératignst @. L'algébre (min,+) consiste & munir
'ensembleNU {+o00} des opérationsiin pour® et+ pour®, avece = +oo, e = 0.

A partir d’'un dioide "scalaire’ D, on considére les matricgsx p a éléments dans
D. La somme et le produit de matrices sont définis de facon conventio@ngdeir
de la somme et du produit de scalaires d&Bnd ’ensemble de ces matrices muni de
ces deux opérations est aussi un dioide @gtér.

Le comportement d'un GET est décrit dans I'algébre (min,+) par les équations
linéaires standard:

Xt)=AX(t—-1)dBeU(t)
Y(i#t)=Co X(t)

ouU(t), X(t) etY (t) sont les vecteurs de compteurs respectifs des transitions d’en-
trée (source), d'état et de sortie (puits).

5.1. Résolution des conflits

Dans un GET avec ajout/retrait dynamique de jetons, une plaegt avoir deux
transitions aval. Une telle configuration dans un RdP exhibe unendétisme appelé
conflit[Mur89]. L'approche classique pour résoudre les conflits consistasidérer
que les transitions avaliconsomment les jetons selon une politique "premier arrivé,
premier servi" politique de la course Dans ce papier, on utilise plutdt I'approche
introduite dans [Gau94] qui revient & munir la plge€’un mécanisme deoutage
Un conflit est alors résolu a I'aide d’'udenction de routagelont une définition gé-



Figure 5. z aval a des places d§ (a), z eto aval a une place d& (b).

() z € {qe X|*q C S} (cas de lafigure 5.a)
Commevp € *z, [p*| = 1, on all2 = Id. D'autre part(P, X,Cx, M) étant un GET,
pour unp € *z donné, 'ensembl&p N X admet un unique élément que I'on nate
etl'ensembleépnZ peut éventuellement contenir une transitioléquation (1) peut
s’écrire pour le compteut(¢t) comme sulit:

z(t) = min (Mgieqey +i(t — Tpromes) + 2 (8 — Tprenes))

z'E* (%)

i(t) est connue a l'instanit le termea,, (t — Tprenes) = Myreney +i(t — Torenes)
peut donc étre vu comme un coefficient variant avec le temps, et,
z(#)= min (ape(t) + 2 (t —Tpenes)) = D Aper(t — Toroner) T (E — Toreney)

z'e®(*x) z'e®(*x)



(i) z,0€ {qge€ X UO|*q € R} (cas de lafigure 5.b)
Par hypothése les transitiomset o considérées ne sont pas synchronis¢ts (=
[*0] = 1), etles ensemble®2z N X = **oN X, **zNZ = **oNZ sont des sin-
gletons contenant les transitions notées respectivematt. L'équation (1) permet
d’affirmer que les compteurst) eto(t) vérifient le systéme suivant:
{ e(t) = T (Mey +i(t — Toy) + ' (t — 7oy))
o(t) = TL*(Mey+i(t —Top) + 2/ (t — Tor))
Par définition, une fonction de routage ne peut pas "consommer"” de jetesis
a-dire qu'a une placg, Vn, > II?(n) = n. Dans notre contexte, cela nous permet

qEDP®
d’écrire le systéme précédent sous la forme suivante :
x(t) = Moy +i(t —7ey) —o(t) + 2'(t — Toy)
o(t) = H;“ (Mo +i(t — Top) +2'(t — Tos)) .

La valeur du compteus(t) est, par hypothése, connaepriori (ou mesurée), et il
apparait donc que(t) est déduit en faisant la somme d’un coefficient (t — 7.,) =
Me, +i(t — 7e,) — o(t) et du compteus’ (t — 7+,), d'ou:

x(t) = Qg (t— Tog) @ &' (t — Toy).

On a supposé au 83 que les temporisations étaient a valeurs entiéres. 8ous cet
hypothese, il est possible, au prix d’une augmentation de la taillerajphg (ajout
de places et de transitions), d’obtenir un modele du systeme ou t@mse®rh-
porisations sont soit nulles, soit unitaires. D'autre part, I'efsert’ peut conte-
nir des transitions sources (sans place amont) et des transitions saits fjlace
aval). Ces transitions correspondent a des entrées et des sorties du sgstamote
U et ) ces sous-ensembles respectifseléfinis parld = {z € X|*z = 0}, et
Y = {z € X|z* = 0}. On partitionne I'ensembl&’ = &/ UY U X, ou X est 'en-
semble des transitions internesileAu prix d’éventuelles transformations du graphe,
on considere ici des réseaux pour lesquels les places aval, resp. amont, dtigrigans
deld, resp.), appartiennent & et ont des temporisations nulles.

Sous ces hypothéses, I'évolution d’'un systéeme modélisé par un GEajaneketrait
dynamique de jetons est décrite par:
Xt)=4t) o Xt dA(t-1)X({t-1)eBU(t)
{ Y(#t)=CoX(t)

ou,

e X (t),U(t), Y (t) sont les vecteurs des compteurs associés aux transitions des
ensembles’, i et).

e Ay(t) est une matricé¥| x |X'| définie par [Ao(t)]sar = a0 (t) S'il existe
une place de temporisation nulle entfeet z, [Ao(t)]..r = € sinon.

e A, (t — 1) est une matriceY | x | X'| définie par {4, (t — 1)]p0r = Gpar (t — 1)
s'il existe une place de temporisation unitaire entretz, [4; (¢ — 1)]..» = € sinon.

e B est une matricgY| x |i/| définie par {B],, = M., S'il existe une place
entreu etz, [B],., = € sinon.

e C est une matric§)| x | X'| définie par {C],, = M. n,- S'il existe une place
entrez ety, [C],, = € sinon.
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Exemple 20On considere le graphe de la figure 1.b dans le cas ou la durée de
traitement d'une piéce est d’'une unité de temps= 1). Son comportement dy-
namique est décrit par le systéme d’équations linéaires a parametres vatialzes:s

€ € 2 € € € € € e
€ € € € e € € € €

X = ( € Gagay(t) € € ) Xt e ( € € € ¢ ) Xt-1& ( € ) u(t)
€ Qazgaq(t) € € € € € € €

Y(t)=(€e € e e )X(t)

aVeCAy, 2y (1) = 2(t) — 02(t), Qpgus (t) = 1(t) —o01(t) €t X = ( 1 xo x3 x4 ).

6. Conclusion

Les systemes étudiés appartiennent & une sous-classe des RCL qui inckifles G
lls s’apparentent & des GET sur lesquels des transitions sources et®ggntiad-
jointes a certaines places. On donne une expression du taux de prodisgtiopto-
tique dans le cas ou le "GET sous-jacent" au syst&mé €st fortement connexe. Les
fonctions de routage indépendantes de l'origine (déf. 2) nous pemelt disposer
d’une représentation linéaire a paramétres variables dans I'algébre (mem;e$dys-
témes. Le calcul des paramétres nécessite de conaaitieri (ou de disposer d'une
mesure) des évolutions temporelles des transitions source et puitatadjdie fait
de disposer d’'une représentation linéaire dans 'algebre (min,+) Iprgsager une
adaptation des concepts, notamment de commande, développés pour les GET.
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