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Graphes d’Evénements Temporisés avec
ajout/retrait dynamique de jetons :
comportement asymptotique, représentation
dans l’algèbre (min, +)

Lahaye Sébastien — Boimond Jean-Louis — Hardouin Laurent

LISA, 62 avenue Notre Dame du lac, 49000 Angers
e-mail : {lahaye, boimond, hardouin }@istia.univ-angers.fr

RÉSUMÉ.Notre but est de montrer que l’approche algébrique développée pour les graphes
d’événements temporisés peut s’étendre à une classe particulière de réseaux de Petri autorisant
l’ajout de transitions source et/ou puits sur certaines places d’un graphe d’événements
temporisé.
Des éléments d’évaluation de performance, et une représentation linéaire de ces graphes dans
l’algèbre (min,+) - à l’aide d’équations à paramètres variables - sont donnés.

ABSTRACT.Our aim is to exhibit that the algebraic approach evolved forTimed Event Graphs
may be extended to a subclass of Petri Nets : some source and/or sink transitions can be added
to some places of a Timed Event Graph.
Elements of performance evaluation and a linear representation of these systems over the
(min,+) algebra with variable parameters equations are proposed.

MOTS-CLÉS: Réseaux de Petri Temporisés, évaluation de performance, Algèbre (min,+)
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1. Introduction

Les graphes d’événements temporisés (GET) constituent une sous-classe desré-
seaux de Petri (RdP). Ils permettent de modéliser les phénomènes de synchronisa-
tion et de saturation. Leurs comportements dynamiques peuvent être décritsà l’aide
d’équations linéaires dans certains dioïdes ([BCOQ92]). Cette approche algébrique
fournit de nombreux résultats quant à l’évaluation de performance, la stabilité et la
commande [BCOQ92, §5.6], [CMQV89]. Notre but est de montrer qu’une approche
algébrique similaire peut être étendue à une sous-classe des réseaux de Petrià choix
libres - RdP pour lesquels les phénomènes de synchronisme et de concurrencesont
distincts [Mur89], [Gau94]. Plus précisément, on montre qu’un GET sur lequel des
transitions source et/ou puits sont adjointes à certaines places, peut êtrereprésenté par
un modèle linéaire à paramètres variables dans l’algèbre (min,+). L’intérêt de cette
propriété est de rendre possible l’utilisation des résultats relatifs à l’évaluation de per-
formance et à la commande (de type juste-à-temps) développés pour les GET.

A titre d’exemple, considérons le GET de la figure 1.a représentant de manière
élémentaire une machine : deux pièces peuvent être traitées simultanément, la durée
d’usinage d’une pièce étant égale à� unités de temps.

La classe des systèmes étudiés va nous permettre de considérer le graphe de la
figure 1.b construit à partir du GET de la figure 1.a :� Les tirs des transitionsi1 et o1 provoquent respectivement l’ajout et le retrait
d’un jeton dans la placep3. Ces transitions permettent de modéliser une variation au
cours du temps de la capacité de la machine, c’est-à-dire du nombre de pièces pouvant
être traitées simultanément. Celui-ci correspond au nombre de jetons présents dans le
circuit comprenant les placesp2; p3 etp4. Cette variation peut, par exemple, être dûe
à un changement de la répartition des ressources du système, ou bien à la prise en
compte d’une opération de maintenance.� Les tirs des transitionsi2 et o2 modélisent respectivement l’ajout et le retrait
de pièces en aval de la machine. Un contrôle avec rejet et un apport dans la chaîne de
production de pièces pré-usinées peuvent ainsi être pris en compte.
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Figure 1. Un GET (a), un GET avec ajout/retrait dynamique de jetons (b)

Cet article est organisé comme suit : on rappelle brièvement au §2 les définitions
et notations relatives aux RdP considérés. La classe des systèmes à laquelle ons’in-
téresse, nommée par la suiteGET avec ajout/retrait dynamique de jetons, est définie
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au §3 : il s’agit d’une classe particulière de réseaux de Petri à choix libres englobant
les GET. On évalue au §4 leurs performances au moyen d’une étude de leurs com-
portements asymptotiques. Une représentation linéaire à paramètres variables dans
l’algèbre (min,+) de ces systèmes est donnée au §5, une illustration est proposée à
partir du graphe de la figure 1.b.

2. Réseaux de Petri temporisés

On rappelle ici plusieurs définitions et notations utilisées par la suite (cf. [Mur89]
pour une présentation exhaustive).

Un réseau de Petri ordinaireest un quadruplet(P ; T ; C;M), oùP est un ensemble
fini deplaces, T un ensemble fini detransitions, C � (P �T )[ (T �P) une relation
entre places et transitions, et oùM est une applicationP ! N. L’entierMp est appelé
le marquage initialde la placep. Un RdP est un graphe biparti avec deux types de
sommets, les placesp 2 P (représentées par des cercles), et les transitionsq 2 T
(représentées par des rectangles). Un élément deC est un arc orienté reliant soit une
place à une transition, soit une transition à une place. Le marquageMp est visualisé
sous la forme deMp jetons dans la placep et évolue selon larègle de tir:

1. une transition estvalidées’il y a au moins un jeton dans chacune de ses places
amont,

2. une transition validée peut êtretirée, et le tir transforme le marquage : un jeton
est retiré de chacune des places amont, et un jeton est ajouté dans chacune des places
aval.

Par la suite, on supposera que les RdP fonctionnentau plus tôt: les transitions sont
tirées dès qu’elles sont validées. Soitq 2 T , on note�q = fp 2 Pj(p; q) 2 Cg
l’ensemble des places amont àq. De manière similaire,q�, �p, et p� désignent res-
pectivement l’ensemble des places aval àq, l’ensemble des transitions amont àp et
l’ensemble des transitions aval àp. Un RdP est ditP temporisélorsqu’à chaque placep est associée une temporisation notée�p (�p � 0). Un jeton arrivé à l’instantt dansp
peut contribuer au tir des transitions dansp� après l’instantt+ �p.

Un graphe d’événements(GE) est un RdP pour lequel chaque place a exactement
une transition amont et une transition aval,i.e., 8p 2 P ; j�pj = jp�j = 1.

Un réseau de Petri à choix libres(RCL) est un RdP tel que si deux transitions
partagent la même place amont, alors elles n’ont pas d’autre place amont,i.e.,8p 2 P ; q1; q2 2 p�; si q1 6= q2 alors �q1 = �q2 = fpg.
Les RCL permettent de modéliser des systèmes pour lesquels les synchronisations et
les conflits sont séparés. Notons que les GE sont par construction des RCL.
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3. GET avec ajout/retrait dynamique de jetons

On s’intéresse aux graphes, appelésGE avec ajout/retrait dynamique de jetons,
et définis par un quadrupletG = (P ;X [ I [ O; C;M) vérifiant les conditions sui-
vantes :

- G est un RCL,i.e., 8p 2 P ; q1; q2 2 p� ; si q1 6= q2 alors �q1 = �q2 = fpg,

- GX = (P ;X ; CX ;M) est un GE,i.e., 8p 2 P ; jX \ p�j = jX \ �pj = 1, avecCX � (P �X ) [ (X � P),
- I est un ensemble de transitions source,i.e., 8i 2 I; �i = ;,

- O est un ensemble de transitions puits,i.e., 8o 2 O; o� = ;.

La figure 2 donne une classification des différentes sous-classes de RdP considé-
rées.

RdP

RCL

GE avec ajout/retrait dynamique de jetons

GE

Figure 2. Une classification des sous-classes de RdP

Sur le plan structurel, un GE avec ajout/retrait dynamique de jetons peut être vu
comme un GE sur lequel des transitions source (2 I) et des transitions puits (2 O)
sont adjointes à certaines places. On prendra comme point de vue que les tirs des tran-
sitions source et puits provoquent respectivement des arrivées et des retraits exogènes
de jetons dans le GE sous-jacent (GX ). Par la suite, les évolutions temporelles de ces
transitions (2 I [ O) sont supposées connuesa priori (ou mesurées).

Afin d’étudier le comportement temporisé desGET avec ajout/retrait dynamique
de jetons, on associe à chaque transitionx 2 X ; i 2 I; o 2 O unefonction compteur
notée respectivementx(t), i(t) et o(t). Un compteurq(t) indique le nombre de fois
que la transitionq (2 X [ I [ O) a été tirée jusqu’à l’instantt. Par convention, les
jetons ne se déplacent qu’à partir de l’instant 0, et les temporisations associées aux
places sont à valeurs entières. Une fonction compteur est donc définie deN versN.

On suppose d’autre part qu’une place ne peut avoir plus d’une transition amont
(resp. aval) appartenant àI (resp.O), i.e., 8p 2 P ; j�p \ Ij � 1 et jp� \ Oj � 1.
Cette hypothèse n’est pas restrictive : un ensemble de transitions d’entrées d’une placep, caractérisé par la collection de compteursfi(t)ji 2 �p \ Ig, est équivalent à une
unique transition ayant pour compteur associé

Pi2(�p\I) i(t) (il en est de même pour

les transitions de sorties).
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4. Comportement asymptotique

L’analyse des performances de systèmes manufacturiers passe par l’évaluation de
leurs taux de production, à savoir le nombre moyen de pièces que le système peut
fournir par unité de temps. On étudie ici le comportement asymptotique des graphes
appartenant à la classe définie au §3. On va en particulier chercher à évaluer letaux de
production asymptotiquede leurs transitions, défini comme le nombre moyen de tirs
par unité de temps.

Définition 1 (taux de production asymptotique, [Gau95]) Soitq(t) le compteur as-
socié à une transitionq. Son taux de production asymptotique, noté�q , est défini par�q = limt!1 q(t)t :

On traite uniquement le cas où le GET sous-jacent (GX ) est fortement connexe,
i.e., 8x1; x2 2 X , il existe un chemin dex1 àx2 et un chemin dex2 àx1. Il est alors
possible d’évaluer à partir du graphe l’unique taux de production asymptotique des
transitions de l’ensembleX si à chaque placepk les taux de production des transitionsik etok sont égaux,i.e., �ik = �ok .
On étudie dans un premier temps un circuit élémentaire (cf. figure 3) d’un GET avec
ajout/retrait dynamique de jetons. Notonsc ce circuit composé den places et den
transitions appartenant àX , notées respectivementp1; : : : ; pn et x1; : : : ; xn. Plu-
sieurs placespk; k 2 [1; n] peuvent posséder une transition amont appartenant àI,
notéeik, et une transition aval de l’ensembleO, notéeok.

xj
pj, tpj

xj+1

x1

xn xk+l

xk

pn, tpn pk, tpk ik

ok

Figure 3. Circuit élémentairec
Proposition 1 (unicité du taux de production) Toutes les transitionsxk, k 2 [1; n],
du circuitc ont le même taux de production si, et seulement si,8k; �ik = �ok .

Preuve Supposons sans perte de généralité que seule la placepk possède une transi-
tion amontik 2 I, et une transition avalok 2 O.� �ik = �ok =) 8j; l 2 [1; n]; �xj = �xl
Soientxj , xl (j 6= l) deux transitions dec, on noteM1 (resp.M2) la somme finie des
marquages initiaux des places appartenant au chemin dexj à xl (resp.xl à xj ). On
suppose quepk appartient au chemin allant dexj àxl. On a quel que soittxj(t)�M2 � xl(t) � xj(t) +M1 + ik(t)� ok(t);limt!1 xj(t)�M2t � limt!1 xl(t)t � limt!1 xj(t)+M1+ik(t)�ok(t)t :
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CommeM1 etM2 sont finis, et limt!1 ik(t)t = limt!1 ok(t)t , on en déduit que :�xj � �xl � �xj , soit�xj = �xl .� 8j; l 2 [1; n]; �xj = �xl =) �ik = �ok
L’hypothèse de tir au plus tôt permet d’écrire :xk+1(t) + ok(t) = xk(t� �pk ) + ik(t� �pk ),
d’où limt!1 xk+1(t)t + limt!1 ok(t)t = limt!1 xk(t��pk )t + limt!1 ik(t��pk )t .

Avec pour hypothèse�xk+1 = �xk , on a bien�ok = �ik . �
Remarque 1Si la transitionik (resp.ok) n’existe pas, la condition nécessaire et
suffisante devient�ik = 0 (resp.�ok = 0).

La proposition suivante donne la valeur maximale du taux de production des tran-
sitionsxj ; j 2 [1; n]. Ceci revient à considérer qu’aucune transitionxj n’est syn-
chronisée,i.e., 8j 2 [1; n]; j�xj j = 1, de telle sorte que l’évolution des jetons dans le
circuit c ne peut pas être retardée par les autres circuits du graphe.

NotonsT (c), M(c) la somme des temporisations et le nombre total de jetons ini-
tialement contenus dans le circuitc, q(t) la valeur moyenne du compteurq(t) sur
l’intervalle [0; t], etq sa limite lorsquet tend vers l’infini :q(t) = ( tPj=0 q(j))=t, q = limt!1 q(t); t 2 N.

Proposition 2 (taux de production maximal) Si 8j 2 [1; n], �ij = �oj , etj�xj j = 1, alors le taux de production�c, identique pour toutes les transitionsxj du
circuit c, est donné par �c = M(c)+ nPj=1 ij�oj��pj�ijT (c) .

Preuve Comme pour la preuve précédente, on considère que seule la placepk est
dotée d’une entrée (ik) et d’une sortie (ok). On utilise ici la notion deproduit temps-
ressourcedéfinie dans [Mur89]. Le produit temps-ressource d’une place est le produit
du nombre de jetons (ressources) par le temps durant lequel ces jetons résident dans la
place. Si on noteMpj (t) le marquage moyen de la placepj sur l’intervalle[0; t], son
produit temps-ressource sur ce même intervalle de temps estMpj (t) � t.

La grandeur�pj �xj(t� �pj ) est également un produit entre une durée de séjour et
un nombre de jetons. La variablexj(t��pj ) est égale au nombre de jetons entrés danspj via xj jusqu’à l’instantt� �pj , les jetons du marquage initial ainsi que ceux arrivés
entre les instantst� �pj et t ne sont pas comptabilisés. Le temps de séjour des jetons
arrivant danspj est exactement�pj unités de temps puisque par hypothèse la transitionxj+1 n’est pas synchronisée. Dans le produit�pj �xj(t��pj ) le nombre de jetons ayant
été présents danspj sur l’intervalle[0; t] est minoré, d’où�pj �xj(t��pj ) � Mpj (t)�t.
Au contraire, dans le produit�pj (Mpj + xj(t)), oùMpj est le marquage initial depj ,
tous les jetons ayant été présents danspj sur l’intervalle[0; t] sont comptabilisés, mais
le temps de séjour de certains jetons est majoré. En effet, lesMpj jetons initiaux et
ceux arrivés entre les instantst� �pj et t ont résidé moins de�pj unités de temps danspj . Finalement, il est possible d’encadrer le produit temps ressource de laplacepj sur
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l’intervalle [0; t] comme suit :�pj � xj(t� �pj ) �Mpj (t) � t � �pj � (Mpj + xj(t)).
En sommant membre à membre les inégalités obtenues pour chacune des places du
circuit c, on aboutit ànPj=1 �pjxj(t� �pj )+ �pk ik(t� �pk ) � t � �M(c) + ik(t)� ok(t)� � nPj=1 �pj (Mpj +xj(t))+ �pk ik(t),
en ayant noté que

nPj=1Mpj (t), à savoir le nombre moyen de jetons contenus dans le

circuit sur l’intervalle [0,t], est égal àM(c) + ik(t)� ok(t).
En soustrayant�pkok(t) dans chaque membre puis en divisant de part et d’autre part,
on aboutit ànPj=1 �pjxj(t��pj )t + �pk ik(t��pk )�ok(t)t �M(c) + ik(t)� ok(t)� �pk ok(t)t �nPj=1 �pj (xj(t)+Mpj )t + �pk ik(t)�ok(t)t .
Avec l’hypothèse�ik = �ok , on a d’après la proposition 1,8j; l; �xj = �xl . En faisant
tendret vers l’infini, on a( nPj=1 �pj )�xj �M(c) + ik � ok � �pk�ok � ( nPj=1 �pj )�xj
d’où, �c = �xj = M(c)+ik�ok��pk�okT (c) . �

Dans le cas où le graphe fortement connexeGX contient plusieurs circuits élé-
mentaires, on noteC l’ensemble de ces circuits. Le taux de production, identique pour
toutes les transitions du graphe, est donné par� = minc2C �c.
Remarque 2Pour la classe particulière des GET fortement connexes, on se ramène
à une expression simplifiée, soit� = minc2C M(c)T (c) .

Remarque 3Dans le cas où le grapheGX est non fortement connexe, il peut exis-
ter plusieurs taux de production. Leurs calculs nécessitent d’introduire une relation
d’ordre partielle entre les différentes composantes fortement connexes reliées par un
graphe orienté acyclique ([Gau94]).
Exemple 1Considérons le circuit élémentaire de la figure 4 dans lequel seule la place
de droite est temporisée (1 unité de temps). On se donne les trajectoires des compteursi(t) eto(t) définies formellement par :8t 2 N, i(t) = t+ 1, eto(t) = (0 t < 42 � b t2 c � 2 t � 4 , avec,bxc = supfn 2 Njn � xg .

i

o
1

i(t)

o(t)

0 2 4 6 8
0

2

4

6

8

10

temps

Figure 4. Exemple d’évaluation du taux de productionc
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On a�i = �o = 1, le taux de production est donc identique pour les deux transitions
du circuit et peut s’évaluer à l’aide de la proposition 2. On laisse au lecteur le soin
de vérifier que8t � 4; i(t) � o(t) = 3 (resp.4) si t est pair (resp. impair), et par

conséquent
tPj=0(i(j)�o(j))tend vers72 t lorsquet tend vers l’infini, d’où limt!1( tPj=0 i(j)�o(j))=t = i� o = 72 . On en déduit le taux de production� = 1+7=2�11 = 72 .

A titre de comparaison, si les transitionsi et o n’existaient pas, le graphe serait un
GET et le taux de production serait égal à un 1.

5. Modèle (min,+) linéaire à paramètres variables

Le comportement d’un GET peut être décrit de manière linéaire dans l’algèbre
(min,+). Cette propriété a motivé de nombreux travaux relatifs notamment à l’évalua-
tion de performance, la stabilisation et la commande des GET ([BCOQ92],[CMQV89]).
On montre dans cette section que les GET avec ajout/retrait dynamique de jetons
peuvent également être décrits par des équations (min,+) linéaires, la particularité du
modèle obtenu est d’être à paramètres variables.

Rappelons brièvement les propriétés sur l’algèbre (min,+) utilisées par lasuite.
Un ensembleD muni des opérations� et
 est un dioïde s’il s’agit d’un demi-anneau
pour lequel l’opération� est idempotente (8a; a � a = a), soient� et e les élé-
ments neutres respectifs des opérations� et 
. L’algèbre (min,+) consiste à munir
l’ensembleN[f+1g des opérationsmin pour� et+ pour
, avec� = +1; e = 0.

A partir d’un dioïde "scalaire"D, on considère les matricesp� p à éléments dansD. La somme et le produit de matrices sont définis de façon conventionnelleà partir
de la somme et du produit de scalaires dansD. L’ensemble de ces matrices muni de
ces deux opérations est aussi un dioïde notéDp�p.

Le comportement d’un GET est décrit dans l’algèbre (min,+) par les équations
linéaires standard : � X(t) = A
X(t� 1)�B 
 U(t)Y (t) = C 
X(t)
oùU(t); X(t) etY (t) sont les vecteurs de compteurs respectifs des transitions d’en-
trée (source), d’état et de sortie (puits).

5.1. Résolution des conflits

Dans un GET avec ajout/retrait dynamique de jetons, une placep peut avoir deux
transitions aval. Une telle configuration dans un RdP exhibe un indéterminisme appelé
conflit [Mur89]. L’approche classique pour résoudre les conflits consiste à considérer
que les transitions aval àp consomment les jetons selon une politique "premier arrivé,
premier servi" (politique de la course). Dans ce papier, on utilise plutôt l’approche
introduite dans [Gau94] qui revient à munir la placep d’un mécanisme deroutage.
Un conflit est alors résolu à l’aide d’unefonction de routagedont une définition gé-
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nérale est donnée dans [CGQ95]. On considère ici des fonctions de routagequalifiées
d’indépendantes de l’origineet définies comme suit.
Définition 2 Une fonction de routage indépendante de l’origine à la placep est une
partition entière

��pq	q2p� du nombre de jetons ayant été présents dans la placep.�pq(n) est le nombre de jetons dirigés versq parmi lesn jetons ayant été présents
dansp. Plus formellement,�pq est une application non décroissanteN ! N telle que8n; Pq2p��pq(n) = n.

Une fonction de routage pour le réseau entier est une collection de fonctions de routage
pour les places.

5.2. Equations d’évolution des GET avec ajout/retrait dynamique de jetons

Il est montré dans [CGQ95] que les compteurs associés aux transitions d’un RdP
avec routage indépendant de l’origine satisfont l’équationtransition à transition:q(t) = minp2�q�pq(M0p + Xq02�p q0(t� �p)): (1)

Pour un GET avec ajout/retrait dynamique de jetons, définissons les ensemblesS =fp 2 P ; jp�j = 1g etR = fp 2 P ; jp�j > 1g qui forment une partition deP . D’après
la définition donnée au §3, une transitionq 2 X possède, soit éventuellement plusieurs
places amont appartenant àS, soit une unique place amont appartenant àR, alors
qu’une transitiono 2 O a obligatoirement une unique place amont deR. On montre
aux points(i) et (ii) que pour ces deux types de configurations, l’équation (1) peut se
mettre sous la forme d’une équation (min,+) linéaire à paramètres variables.

x

i

x'

x'' (a) (b)
x

o

x'

i

Figure 5. x aval à des places deS (a),x eto aval à une place deR (b).

(i) x 2 fq 2 Xj�q � Sg (cas de la figure 5.a)
Comme8p 2 �x; jp�j = 1, on a�px = Id. D’autre part,(P ;X ; CX ;M) étant un GET,
pour unp 2 �x donné, l’ensemble�p \ X admet un unique élément que l’on notex0,
et l’ensemble�p\I peut éventuellement contenir une transitioni. L’équation (1) peut
s’écrire pour le compteurx(t) comme suit :x(t) = minx02�(�x) (Mx0�\�x + i(t� �x0�\�x) + x0(t� �x0�\�x))i(t) est connue à l’instantt, le termeaxx0(t � �x0�\�x) = Mx0�\�x + i(t � �x0�\�x)
peut donc être vu comme un coefficient variant avec le temps, et,x(t) = minx02�(�x)(axx0(t) + x0(t� �x0�\�x)) = Lx02�(�x)axx0(t� �x0�\�x)
 x0(t� �x0�\�x)
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(ii) x; o 2 fq 2 X [ Oj�q 2 Rg (cas de la figure 5.b)
Par hypothèse les transitionsx et o considérées ne sont pas synchronisées (j�xj =j�oj = 1), et les ensembles��x \ X = ��o \ X , ��x \ I = ��o \ I sont des sin-
gletons contenant les transitions notées respectivementx0 et i. L’équation (1) permet
d’affirmer que les compteursx(t) eto(t) vérifient le système suivant :� x(t) = ��xx (M�x + i(t� ��x) + x0(t� ��x))o(t) = ��xo (M�x + i(t� ��x) + x0(t� ��x))

Par définition, une fonction de routage ne peut pas "consommer" de jetons, c’est-
à-dire qu’à une placep, 8n; Pq2p� �pq(n) = n. Dans notre contexte, cela nous permet

d’écrire le système précédent sous la forme suivante :� x(t) = M�x + i(t� ��x)� o(t) + x0(t� ��x)o(t) = ��xo (M�x + i(t� ��x) + x0(t� ��x)) :
La valeur du compteuro(t) est, par hypothèse, connuea priori (ou mesurée), et il
apparaît donc quex(t) est déduit en faisant la somme d’un coefficientaxx0(t���x) =M�x + i(t� ��x)� o(t) et du compteurx0(t� ��x), d’où :x(t) = axx0(t� ��x)
 x0(t� ��x).

On a supposé au §3 que les temporisations étaient à valeurs entières. Sous cette
hypothèse, il est possible, au prix d’une augmentation de la taille du graphe (ajout
de places et de transitions), d’obtenir un modèle du système où toutes les tem-
porisations sont soit nulles, soit unitaires. D’autre part, l’ensemble X peut conte-
nir des transitions sources (sans place amont) et des transitions puits (sans place
aval). Ces transitions correspondent à des entrées et des sorties du système.On noteU et Y ces sous-ensembles respectifs deX définis parU = fx 2 Xj�x = ;g, etY = fx 2 Xjx� = ;g. On partitionne l’ensembleX = U [ Y [ ~X , où ~X est l’en-
semble des transitions internes deX . Au prix d’éventuelles transformations du graphe,
on considère ici des réseaux pour lesquels les places aval, resp. amont, aux transitions
deU , resp.Y , appartiennent àS et ont des temporisations nulles.
Sous ces hypothèses, l’évolution d’un système modélisé par un GET avecajout/retrait
dynamique de jetons est décrite par :� X(t) = A0(t)
X(t)�A1(t� 1)
X(t� 1)�B 
 U(t)Y (t) = C 
X(t)
où, � X(t); U(t); Y (t) sont les vecteurs des compteurs associés aux transitions des
ensembles~X ;U etY .� A0(t) est une matricej ~X j � j ~X j définie par :[A0(t)]xx0 = axx0(t) s’il existe
une place de temporisation nulle entrex0 etx, [A0(t)]xx0 = � sinon.� A1(t� 1) est une matricej ~X j� j ~X j définie par :[A1(t� 1)]xx0 = axx0(t� 1)
s’il existe une place de temporisation unitaire entrex0 etx, [A1(t� 1)]xx0 = � sinon.� B est une matricej ~Xj� jUj définie par :[B]xu = M�x\u� s’il existe une place
entreu etx, [B]xu = � sinon.� C est une matricejYj � j ~X j définie par :[C]yx = M�y\x� s’il existe une place
entrex ety, [C]yx = � sinon.
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Exemple 2 On considère le graphe de la figure 1.b dans le cas où la durée de
traitement d’une pièce est d’une unité de temps (� = 1). Son comportement dy-
namique est décrit par le système d’équations linéaires à paramètres variables suivant :8>>>>><>>>>>: X(t) = 0B@ � � 2 �� � � �� ax3x2 (t) � �� ax4x2 (t) � � 1CAX(t)�0B@ � � � �e � � �� � � �� � � � 1CAX(t� 1) �0B@ e��� 1CAU(t)Y (t) = � � � � e �X(t)
avecax4x2(t) = i2(t)� o2(t), ax3x2(t) = i1(t)� o1(t) et X = ( x1 x2 x3 x4 )t.
6. Conclusion

Les systèmes étudiés appartiennent à une sous-classe des RCL qui inclut les GET.
Ils s’apparentent à des GET sur lesquels des transitions sources et/ou puits sont ad-
jointes à certaines places. On donne une expression du taux de productionasympto-
tique dans le cas où le "GET sous-jacent" au système (GX ) est fortement connexe. Les
fonctions de routage indépendantes de l’origine (déf. 2) nous permettent de disposer
d’une représentation linéaire à paramètres variables dans l’algèbre (min,+) de ces sys-
tèmes. Le calcul des paramètres nécessite de connaîtrea priori (ou de disposer d’une
mesure) des évolutions temporelles des transitions source et puits adjointes. Le fait
de disposer d’une représentation linéaire dans l’algèbre (min,+) laisseprésager une
adaptation des concepts, notamment de commande, développés pour les GET.
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